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Résumé 

Topologically, a compact Riemann surface X of genus g is a g-holed 
torus (a sphère with g handles). This paper is an introduction to the 
theory of compact Riemann surfaces and algebraic curves. It présents 
the basic ideas and properties as an expository essay, explores some 
of their numerous conséquences and gives a concise account of the ele- 
mentary aspects of différent viewpoints in curve theory. We discuss 
and prove most intuitively some geometric-topological aspects of the 
algebraic functions and the associated Riemann surfaces. Abelian and 
normalized differentials, Riemann's bilinear relations and the period 
matrix for X are defined and some conséquences drawn. The space of 
holomorphic 1-forms on X has dimension g as a complex vector space. 
Pundamental results on divisors on compact Riemann surfaces are sta- 
ted and proved. The Riemann-Roch theorem is of utmost importance 
in the algebraic géométrie theory of compact Riemann surfaces. It tells 
us how many linearly independent meromorphic functions there are 
having certain restrictions on their pôles. We présent a simple direct 
proof of this theorem and explore some of its numerous conséquences. 
We also give an analytic proof of the Riemann-Hurwitz formula. As an 
application, we compute the genus of some interesting algebraic curves. 
Abel's theorem classifies divisors by their images in the jacobian. The 
Jacobi inversion problem askes whether we can find a divisor that is 
the preimage for an arbitrary point in the jacobian. In the first appen- 
dix, we introduced intuitively and explicitly elliptic and hyperelliptic 
Riemann surfaces. In the second appendix, we study some results of 
résultant and discriminant as needed in the paper. 
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1 Introduction 

Les surfaces de Riemann interviennent souvent lors de la résolution de 
problèmes aussi bien théoriques que pratiques et sont la source de plusieurs 
domaines de la recherche contemporaine. 

Dans ce travail, on étudie les surfaces de Riemann compactes X ou 
courbes algébriques complexes. Ce sont des variétés analytiques de dimension 
1 complexe (2 réelle) munies d'atlas dont les changements de cartes sont ho- 
lomorphes. On montre que la courbe X est homéomorphe à un tore à g trous 
(ou sphère à g anses) pour un certain entier g > 0. Le nombre g est le genre 
de X. Celui-ci est la dimension de l'espace vectoriel complexe H 1 (X, Ox) 
(1 er groupe de cohomologie à coefficients dans le faisceau Ox des fonctions 
holomorphes sur X). On montre aussi que c'est le nombre des intégrales abé- 
liennes de l ere espèce attachées à la courbe X, linéairement indépendants. 
Un cas particulier important est représenté par les courbes hyperelliptiques 
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de genre g ainsi que les courbes elliptiques (g = 1). On étudie ensuite les 
formes différentielles, les relations bilinéaires de Riemann et la matrice des 
périodes. Après avoir rappelé les définitions et propriétés des diviseurs et des 
fibrés en droites nécessaires à la compréhension des résultats principaux de 
ce travail, on aborde le théorème de Riemann-Roch. Ce dernier est un ré- 
sultat central de la théorie des surfaces de Riemann compactes. Il permet, 
entre autres, de définir le genre d'une surface de Riemann qui est un inva- 
riant fondamental. Il s'agit d'un théorème d'existence efficace qui permet, 
entre autres, de déterminer le nombre de fonctions méromorphes linéaire- 
ment indépendantes ayant certaines restrictions sur leurs pôles. A cause de 
l'importance de ce théorème, nous donnons une preuve détaillée constructive 
bien qu'un peu technique. Nous mentionnons quelques conséquences de ce 
théorème et nous donnons également une preuve analytique de l'importante 
formule de Riemann-Hurwitz. Elle exprime le genre d'une surface de Rie- 
mann à l'aide du nombre de ses points de ramifications et du nombre de ses 
feuillets. Nous montrons que cette formule fournit un moyen efficace pour 
déterminer le genre d'une surface de Riemann donnée. En outre plusieurs 
exemples intéressants seront étudiés. Deux autres théorèmes, celui d'Abel et 
celui de Jacobi, de nature transcendante et considérés comme importants 
de la théorie des surfaces de Riemann compactes, sont étudiés en détail. Le 
théorème d'Abel classifie les diviseurs par leurs images dans la variété ja- 
cobienne (tore complexe algébrique) tandis que le problème d'inversion de 
Jacobi concerne l'existence d'un diviseur qui soit l'image inverse d'un point 
arbitraire sur la variété jacobienne. 

Deux appendices enfin, expliquent certaines notions utilisées dans les sec- 
tions précédentes et qui auraient autrement alourdi le texte. Dans le premier 
appendice, on introduit de manière intuitive et on construit explicitement les 
surfaces de Riemann dans les cas elliptique et hyperelliptique. Dans le second 
appendice, on étudie quelques résultats d'algèbre concernant les résultants 
et discriminants que l'on utilise dans la preuve de la connexité de la surface 
de Riemann construite. 

On ne trouvera pas dans ces notes des figures qui aident à motiver et 
comprendre de manière intuitive les différentes configurations géométriques. 
Ces lacunes peuvent être aisément comblées en pratique par l'exposé oral 
comme nous l'avons fait pour nos étudiants. 

2 Etude géométrique et topologique 

Dans cette partie nous allons étudier les courbes algébriques complexes 
X ou surfaces de Riemann compactes. Ce sont des variétés analytiques de 
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dimension 1 complexe (2 réelle) munies d'atlas dont les changements de cartes 
sont holomorphes. On les définit par 



X = {(w,z) G C 2 : F(w,z) = 0}, 



où 



F(w, z) = po (z) w n +p 1 (z)w n 1 + • • • + p n (z) , 



(2.1) 



est un polynôme à deux variables complexes w et z, de degré n en w et 
irréductible (Le., sans facteurs multiples ou encore ne soit pas le produit de 
deux autres polynômes en w et z). Ici po (z) ^ 0, p\ (z) , . . . , p n (z) sont des 
polynômes en z. Nous montrerons que la courbe X est homéomorphe à un 
tore à g trous (ou sphère à g anses) pour un certain entier g > 0. Le nombre g 
s'appelle genre de la courbe X. Nous verrons aussi qu'il est équivalent de dire 
que c'est la dimension de l'espace vectoriel complexe H 1 (X, Ox) (1 er groupe 
de cohomologie à coefficients dans le faisceau Ox des fonctions holomorphes 
sur X). On montrera aussi que c'est le nombre des intégrales abéliennes 
de l ere espèce (voir plus loin pour les définitions) attachées à la courbe X, 
linéairement indépendants. Un cas particulier important est représenté par 
les courbes hyperelliptiques de genre g d'équation 



où p n (z) est un polynôme sans racines multiples, de degré n = 2g + 1 ou 
2g + 2. Lorsque g — 1, on dit courbes elliptiques. 

Tout au long de cette partie, X désigne une courbe algébrique complexe 
(surface de Riemann compacte) de genre g non-singulière. Cela signifie que 
les fonctions |^ ou ne s'annulent identiquement sur aucune composante 
de X ou encore que 



Considérons donc l'équation (2.1). A chaque valeur de z correspond n 
valeurs de w. Notre problème consiste à trouver un domaine pour lequel 



soit une fonction uniforme. Autrement dit, on cherche à construire la surface 
de Riemann associée à l'équation F(w,z) = 0. Désignons par z 1 ,...,z m les 
zéros de po(z) et les zéros communs de F(w,z) = et ^(w,z) = 0. Ce 
sont les valeurs pour lesquelles F(w, z) a un zéros double en w. Soit C = 
CU{oo} le plan complexe compactifié ( ou sphère de Riemann puisqu'ils sont 
homéomorphes). En résolvant l'équation F(w, z) = pour z G C\{z±, z m }, 
on obtient n solutions Wk(z), k — 1, 2, n. 



F(W,Z) = W 2 -p n {z) = 0, 




C 



C, z i — >■ w : F(w, z) = 0, 
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Théorème 2.1 Les solutions Wk(z) sont localement analytiques. 



Démonstration : Posons z = x + iy et w = u + iv où u = u(x, y), v = v(x, y). 
Donc 

F(w, z) = G(u, v, x, y) + iH(u, v, x, y), 
où G et H sont des polynômes. Par conséquent 



F(w,z) = 



G(u,v,x,y) = 0, 
H(u,v,x,y) = 0. 



Fixons un point z = x + iy G C\{z±, ...,z m }. L'équation F(w,z) = a 
exactement n racines distinctes : w = w i,Wo 2 , w 0n . Soit w = u +iv l'une 
de ces racines. Pour pouvoir appliquer le théorème des fonctions implicites, 
il suffit de vérifier que 

/ dG dG 

det | H 

V du dv 

est non nul en (u ,v ). En effet, pour z fixé, F(w,z ) est un polynôme en w 
et donc F(w, zq) est analytique. D'après les équations de Cauchy-Riemann, 
on a 



dG 

du 
dG 

dv 



et dès lors 



det 



dG 


dG 






il 


il 


du 


dv 



dH 

dv ' 
dH 

du ' 



dG dH dG dH 



= 



du dv 

fdcr 2 

\ du 
dG 



dv du ' 



+ 



dH 

du 



.dH 

du du 



dF 



du 



De même, on a 



Donc pour que 



det 



dG dG 

il ii 

du dv 



dF 



dv 



dG dG 

det ( H H ) ? 0, 

du dv 
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il suffit que 



ou encore 



dF 
du 



7^0 



dF 

dv 



7^0, 



dF 



dw 



7^0. 



Or par hypothèse, l'équation F(w, z) — n'a pas de racines double en w 
pour z fixé, i.e., 

dF 

— (w o ,z o )^0. 

Par le théorème des fontions implicites, on peut résoudre w en fonction de z 
et exprimer que w est différentiable dans un voisinage de z. Pour montrer que 
w — w(z) est analytique, on va vérifier que les équations de Cauchy-Riemann 



du 
dx 
dv 
dx 



dv 
dy 



du 
dy 



sont satisfaites. En effet, comme F(w, z) = 0, alors 

0, 



dF 

dx 
dF 

dy 



dF dw dF 

dw dx dz 
dFdw { 9F _ 

dw dy dz 



On multiplie la deuxième équation par % et on fait la somme avec la première. 
On obtient 

dF f dw .dw\ 
dw \dx dy J 

Or §^(iU0) ^o) 7^ 0, donc la seule possibilité qui reste est 

dw .dw 
dx dy ' 



i.e., 



du .dv 



.du dv 



dx ^ dx dy ^ dy : 

ce qui achève la démonstration. □ 

Nous allons montrer que l'on peut prolonger analytiquement Wk = Wk(z) 
sur tout C\{zi, z m } et chaque fonction ainsi obtenue satisfait à l'équation 
F(w, z) = 0. Mais auparavant nous aurons besoin de quelques préliminaires. 
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Soit D(a,r a ) un disque de centre a et de rayon r a et soit / une fonction 
analytique sur D(a,r a ). Cette fonction admet un développement en série 
entière convergente de la forme 

f(z) = f(a) + a±(z - a) + a 2 (z - a) 2 + • • • 

Proposition 2.2 Soit b G D(a,r a ). La fonction f admet un développement 
en série entière convergente autour de b de la forme 

f( z ) = f(b) + b l {z-b)+b 2 {z-b) 2 + --- 

Démonstration : Posons 

z — a = (z — b) + (b — a), 

d'où 

f(z) = f{a)+a 1 {b-a)+a 2 {b-a) 2 +- ■ ■+a 1 (z-b)+2a 2 (b-à)(z-b)+- ■ -+a 2 (z-b) 2 +- ■ ■ 

On en déduit que 

f(b) = f( a ) + ai (b-a) + a 2 (b-a) 2 + --- 

bi = ai + 2a 2 (b - a) H 

b 2 = a 2 H 



et 

f(z) = f(b) + h(z - a) + b 2 {z - a) 2 + • • • (2.2) 

Cette série converge en tout point de D(a,r a ). Cherchons maintenant le 
disque D(b,rb) de centre b et de rayon r b , dans lequel la série (2.2) converge. 
On sait que 

n > r a - | b - a \ > 0, 

et il se peut aussi qu'on ait 

r b > r a— | b — a \> 0. 

Si tel est le cas, la série (2.2) convergera aussi à l'extérieur du disque D(a, r a ), 
à savoir dans le domaine du disque D(b,rt,) extérieur au disque D(a,r a ) et 
la proposition est démontrée. □ 

Soit / une fonction analytique sur D(a,r a ) et soit b un point en dehors 
de D(a,r a ). On veut construire un prolongement analytique de / au point 
6. Du point a au point 6, traçons un chemin C. Soit c\ G C H D(a,r a ). On 
sait que la fonction / peut-être développée en série entière de z — c±. Soit 
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Di, sur le chemin entre C\ et b. En ce point, / admet un prolongement ana- 
lytique. Soit D 2 , le disque de centre c 2 dans lequel le développement obtenu 
est convergent. De proche en proche, on avance progressivement sur C, vers 
le point b. Quand b sera dans un disque D n de centre c n , on prendra b pour 
c n +i et ainsi on obtiendra le prolongement analytique cherché. Signalons que 
cette construction ne démontre pas l'existence du prolongement analytique. 

Théorème 2.3 (de monodromie) : Soit f une fonction analytique dans un 
voisinage de a et soit D un domaine simplement connexe. On suppose que 
pour tout x & D, il existe un chemin de a vers x tel que f peut-être prolongée 
analytiquement en x. Alors ce prolongement ne dépend pas du chemin suivi. 

Démonstration : Soient C et £ deux chemins de a vers x. On prolonge / le 
long du chemin C. On désigne par Ci, C2, C n les points sur C intermédiaires 
de prolongement analytique. On a déjà montré que : quel que soit Ci, il existe 
au moins > tel que le prolongement analytique de / en C, converge dans 
Di{Ci,Ti). Notons que UILi Di recouvre C. Soit Ci un autre chemin de a vers 
x tel que : Ci C lJ" =1 -Dj. Soient Cu, ...,Ci m , les points intermédiaires sur Ci 
tels que : quel que soit j, il existe au moins i, Cy G Di et le prolongement sera 
valable sur un disque Dij(cij, rij). Donc, quel que soit j, le prolongement en 
Cij n'est rien d'autre qu'un réarrangement des termes du prolongement en q. 
Ainsi, lorsqu'on arrive en x = c n+ i = Ci jm +i, les prolongements coincident sur 
D n+ i fl -Di, m +i, et à fortiori en x. Notons que (Jj=i recouvre Ci. Comme 
précédemment, choisissons C 2 , un chemin de a vers x tel que : C 2 C Uj=i 
Le prolongement en x le long de ce chemin coincidera avec celle en x le long 
de Ci. Donc le prolongement le long de C 2 coincide avec le prolongement le 
long de C, au point x. On peut continuer la procédé jusqu'à ce que le chemin 
obtenu soit C. Montrons que l'on peut atteindre C par ce procédé. En effet, 
nous avons supposé que le domaine D est simplement connexe car sinon le 
procédé utilisé peut ne pas marcher. Si le trou du domaine se trouve entre C 
et C, on ne pourra pas passer continûment de l'un à l'autre car on ne peut pas 
traverser le trou. Supposons maintenat qu'il soit impossible de se rapprocher 
de C. Supposons donc qu'il y ait un chemin limite IC qu'on ne puisse atteindre 
entre C et C. Dans ce cas, il suffit de prendre le prolongement analytique le 
long de ce chemin IC. Celui-ci est recouvert par une suite de disques. Comme 
on peut se rapprocher de /C aussi près que l'on veut, il est possible de trouver 
un chemin qui soit recouvert par ces disques et qui conduise ainsi au même 
prolongement en x. On peut alors continuer de l'autre côté à l'intérieur des 
disques, le procédé déjà commencé. Notons enfin que si c'est un point p qui 
nous barrait la route, alors celui-ci jouerait le même rôle que le trou. Or par 
hypothèse, la fonction / peut-être prolongée analytiquement à tous les points 
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de D, donc à celui-là aussi. Soit donc KJ un chemin de a vers p, le long duquel 
on peut prolonger / analytiquement. Prolongeons K! jusqu'à x, on obtient 
le chemin /C". Celui-ci joue alors le rôle du chemin /C du cas précédent. La 
solution est donc la même et la démonstration est complète. □ 

Revenons maintenant à notre problème initial. Nous avons montré qu'en 
tout point z G C\{z±, z m }, les solutions Wk(z), k = 1,2, n de l'équation 
F(w, z) — sont localement analytiques. En outre, on a 

Théorème 2.4 On peut prolonger analytiquement les fonctions = w^{z) 
sur tout C\{z±, z m } et chaque fonction ainsi obtenue satisfait à l'équation : 
F(w,z) = 0. 

Démonstration : Soit zq G C\{z±, z m }. D'après les résultats précédents, 
on peut prolonger analytiquement le long de tous les chemins contenus 
dans un voisinage suffisamment petit de zq. Pour le reste, on va utiliser un 
raisonnement par l'absurde. Supposons qu'il existe un point a et un chemin 
C de zo vers a, de sorte que l'on puisse prolonger Wk le long de C jusqu'à tous 
les points b avant a, mais pas jusqu'au a. Dans D(a,r a ), il existent n séries 
entières Wk(z) qui satisfont à l'équation F(wk(z), z) = et qui en donnent 
toutes les solutions. Choisissons b, de sorte que la partie du chemin C comprise 
entre a et 6, soit entièrement incluse dans le disque D(a,r a ). Considérons la 
série w(z) résultant du prolongement analytique de Wk(z) de zo jusqu'au b, 
le long du chemin C. D'après ce qui précède, on a F(w(z),z) = dans un 
disque D{b,r b ) autour du point b. Donc dans un disque D(b,r) de rayon 
r = min(r a — | a — b \,r b ) 7 w(z) doit coincider avec l'une des Wk(z) puisque 
dans ce disque toutes les solutions de l'équation F(w, z) = sont données 
par les fonctions Wk(z) et que F(w(z),z) = 0. Soit wi qui coincide avec w 
dans D{b,r). Donc Wk(z) peut-être prolongé de b vers a le long de C. Ceci 
contredit l'hypothèse de départ et démontre le théorème. □ 

On veut que le prolongement ne dépend pas du chemin. On utilise à 
cette fin le théorème de monodromie. Nous allons tout d'abord modifier 
C\{zi, z m } pour obtenir une surface simplement connexe. On procède 
comme suit : Soit z* G C\{z±, z m } un point arbitraire et considérons 
m + 1 chemins C±, C m+ i de z* jusque zi,...,z m+ i = oo respectivement. On 
suppose que chaque Ci ne se recoupe pas et que 

&nCj = {z*}, 

pour tout i ^ j, = 1, m + 1). En faisant des coupures le long de ces 
chemins, on obtient une surface 

a = (C\{z 1 ,...,z m })\[jC i , 
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homéomorphe à un disque, donc simplement connexe. 



Proposition 2.5 Sur la surface a, le prolongement analytique des Wk(z) ne 
dépend pas du chemin. 

Démonstration : Il suffit d'utiliser le théorème de monodromie et la construc- 
tion de la surface a. □ 

Considérons une coupure le long de Cj et la solution Wk(z). On tourne 
autour de Zj pour atteindre l'autre coupure. Ceci revient à transformer la 
solution Wk(z) en une solution wi k (z). Donc pour chaque j fixé, on a une 
permutation 7ij qui transforme k en l k . Prenons n copies ai,...,a n de a et 
identifions le bord Bj de <7j avec le bord Aj de cr fe=7r ^j. On identifie ainsi 
tous les bords deux à deux et on obtient une surface compacte. Nous allons 
montrer que cette surface, notée X, est connexe. 

Théorème 2.6 La surface de Riemann X obtenue est connexe. 

Démonstration : Supposons que X n'est pas connexe. Il est donc possible de 
numéroter les copies ai,...,a n de a de sorte que les k premières <7i, o^, 
k < n, soient reliées entre elles, formant ainsi une des composantes connexes 
de X. Du point de vue des permutations, cela signifie que si iTj envoit les 
indices % = 1, ...,n sur les indices ji, ...,j n , alors ji, ...,jk est une permutation 
des indices 1, k et jk+i, ■■■yjn est une permutation des indices k + 1, ...,n. 
On considère 



n 



P(w,z) 



a o(z) Y[(w - Wi(z)), 



i=l 



G(w,z) 



(w - - w k (z)), 

w k - E^' 1 + E 2 w k ~ 2 - . 



... + (-l) k E, 



où 



k 



E 1 = 



i=i 




i<j 



k 




il,...,ij£{l,...,k} 
ii<...<ij 
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sont des polynômes symétriques en Wi,...,Wk- Ce sont des fonctions ration- 
nelles. En effet, la permutation iTj(j = l,...,m + 1) transforme l'ensemble 
{wi, ...,Wk} en lui même. Comme Ek sont des polynômes symétriques en 
wi, Wk, alors cette permutation transforme aussi E k en Ek. Pour passer 
les coupures Lj, on applique la permutation 7ij qui conserve la valeur de Ek, 
donc E k (z) est univaluée sur a. En outre E k est holomorphe sauf peut-être 
aux points de branchement où elle pourrait éventuellement avoir des pôles. 
Donc Ek est méromophe et par conséquent rationnelle. Dès lors G(w, z) est 
une fonction rationnelle en w et z. En multipliant G(w, z) par le dénomi- 
nateur commun des Ek, on obtient un polynôme Q(w,z) de degré k en w 
et dont les racines sont les fonctions Wi,...,w k . D'après la proposition 10.3, 
appendice 10.2), il existe deux polynômes U et V tels que : 

UP + VQ = polynôme (résultante) R(z) en z. 

Par hypothèse P est irréductible. Comme deg Q < deg P, P et Q sont pre- 
miers entre eux, donc P et Q n'ont pas de facteur commun et par conséquent 
R(z) 7^ 0. Mais que vaut l'expression 

UP + VQ = R(z), Vz, 

pour les valeurs particulières w — Wj(z), 1 < j < kl On a 

UP + VQ \ w=Wjiz) = U.O + V.O = = R(z). 

Donc R(z) = 0,Vz, ce qui est contradictoire et le théorème est démontré. □ 

3 Formes différentielles 

3.1 Généralités 

Soient n, k G N, M une variété différentiable de dimension n et U C M 
un ouvert. Soit 

W = fii,...,ik dx h A ••• A 

l<îl<...<îfc<r4 

une /c-forme différentielle sur U. Les fi u ...,i k (1 < ii < ... < ik < n) sont des 
fonctions de C/ dans R (ou C), de classe C°°. On définit le produit extérieur 
de u; et À (une 1-forme différentielle dans U) en posant 

uA\= fh,..,i k 9h,-,3i dx h A ••• A dx ik A dx^ A ... A dx jr 

l<ii,-,ik,ji,-,jl<n 
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C'est une (k + /)-forme différentielle dans U. On vérifie aisément que : 

k + l> n =>■ u A A = 0, 

(u A A) Ai] = uA(XAï]), 

(lu + î])A\ = (lu A A) + (77 A A), 

lu A X = (-l) kl (XAu). 

On définit la différentielle extérieure de lu en posant 

du = ^ d fh,-,i k A dx h A A dx ik- 
l<i 1: ...,i k <n 

C'est une (k + l)-forme différentielle dans U. Dans le cas d'une 1-forme 

^ = Er=i u dx , ° n a 



duj = J2 [^-7ê-) dXiAdx J- 



On vérifie les formules suivantes : 

d(au + bX) = adu + bdX, (a, b G M) 

d(wAA) = (gL> A A) + (—l) k (u A dX), k = deg u 
d(du) = 0. 

On dit que u est fermée (ou un cocycle) si 

du = 0. 

En particulier, une 1-forme u = Y17=i f idx es ^ f erm ée si et seulement si 



dxj dxi ' 



VI < i,j < n. 



On dit que u est exacte (ou cohomologue à 0) s'il existe une (k — l)-forme 
différentielle A dans U telle que : 

u = dX. 

En particulier, une 1-forme différentielle u = Y^Ji=i fi^ x es t exacte s'il existe 
une application h : U — > R (de classe C 1 ) telle que : 

dx^ 

Toute forme différentielle exacte est fermée. La réciproque est fausse en géné- 
ral et elle est vraie en degré > 1 si l'ouvert U est étoilé (lemme de Poincaré). 
Soient fl k (M) l'espace vectoriel réel des /c-formes différentielles de classe C°° 
sur M et d : Vt k (M) — > Q k+1 (M), la différentielle extérieure. 
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Définition 3.1 On appelle groupe de cohomologie de la variété M, l'espace 
vectoriel réel 

ker [d:n k (M)^n k +\M)] 
K ' } Im[d : W-^M) -^Q k (M)} ' 

{k — formes différentielles fermées surM} 
{k — formes différentielles exactes sur M} 

C'est le groupe de cohomologie de De Rham que l'on désigne aussi par Hp R (M, R). 

Un élément de ce groupe est une classe d'équivalence de formes fermées dif- 
férent l'une de l'autre par une différentielle : 

oji ~ UO2 si oji — UJ2 = d\. 



Exemple 3.1 H°(M, R) est un espace vectoriel de dimension finie égal au 
nombre de composantes connexes de M. En effet, nous n'avons ici que des Ci- 
formes différentielles, Le., des fonctions f(x) sur M. Il n'y a pas de formes 
différentielles exactes. Dès lors, if°(M, R) — {/ : / est fermée}. Comme 
df(x) = 0, alors dans toute carte (U,xi, ...,x n ) de M, on a 

dxi dx2 dx n 

Par conséquent, f(x) = constante localement, Le., f(x) = constante sur 
chaque composante connexe de M. Donc le nombre de composantes connexes 
de M est la dimension en question. 

Le lemme de Poincaré peut-être vu comme un théorème d'annulation de 
la cohomologie : H k (U,~R) — 0, k > 1 où U C M n est un ouvert étoilé. 

Soit / = [0, 1], I k = I x ... x / (k-fois). Un /c-simplexe (de classe C r , r > 1) 
dans U est une application ip : I k — > U, qui est de classe C sur I k . Comme 
I k est le volume formé par k vecteurs indépendants dans U, l'application ip 
est donc une déformation de I k . Par exemple, un 0-simplexe est un point. Un 
1-simplexe dans M 3 est une courbe dans M 3 . Un 2-simplexe dans R 3 est une 
surface dans R 3 homéomorphe à I 2 (un triangle). Un 3-simplexe dans R 3 est 
une boule, un cube, un volume dans R 3 homéomorphe à J 3 (un tétraèdre). 

Rappelons que pour intégrer une /c-forme différentielle sur une variété 
M, il faut que celle-ci soit orientable. Cela signifie que M vérifie l'une des 
conditions équivalentes suivantes : (i) M est munie d'une forme volume, Le., 
une /c-forme différentielle qui ne s'annule nulle part, (ii) Il existe sur M un 
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atlas tel que le jacobien de tout changement de carte soit > 0. Par exemple, 
M n est orientée par la forme volume dxiA...Adx n . Le cercle S 1 est orienté par 
d6. Le tore T 2 = S 1 x S* 1 est orienté par la forme volume d6 A dip. Toutes les 
variétés holomorphes sont orientables. La sphère S 2 , l'espace projectif MP n 
(n paire), la bande de Môbius ne sont pas orientables. 

Soient ou une /c-forme différentielle U C M (orientable) et ip un /c-simplexe 
dans U de classe C 1 . L'intégrale de ou sur ip est définie par 



ou= u(<p). 
Jip Jl k 



On suppose que k > 2 et soient n une permutation de (1, k), 
uj: I k — >U, (ui, u k ) i — ► (p(u 1: u fc ), 
un /c-simplexe dans C/, et 

(f w : I k — ► C/, («!, u k ) i — > <p v (ui, u fc ) = y(u ff (i), ...,1^(1)), 
un /c-simplexe dans C/. Pour toute /c-forme différentielle a; dans M, on a 



/ c<j = sign tt tu, 



où sign n désigne la signature de la permutation n. Cette relation montre 
que l'ensemble des op n lorsque tt parcourt les permutations de (1,2,..., A;) 
peut être divisé en deux classes : La première correspond au cas où 7r est 
paire (sign 7r = 1) ; <p n et ip ont même orientation et on posera dans ce cas 
(p w = ip. La seconde correspond au cas où n est impaire (sign 7T = — 1) ; ip n 
et <p ont des orientations opposées et on posera dans ce cas <p n — ip-. Pour 
cette seconde classe, n est une transposition, i.e., deux éléments seulement 
sont permutés. Par exemple, si k = 2 et n = 3, on a (p-(ui,u 2 ) = (p(u 2 ,Ui). 
Nous avons supposé que k > 2. Dans le cas où k = 1, alors p>- s'obtient par 
la formule <p~(u) = ip(l — u). 

Un /c-complexe (de classe C r ,r > 1) dans U est une famille finie $ = 
(</?!,..., ip m ) de /c-simplexes ipj, 1 < j ' < m, dans U (de classe C r , r > 1). 
Géométriquement, un complexe peut se visualiser comme une réunion de 
surfaces, celles définies par les simplexes le composant. 

Si $ = (<£>!, ...,ip m ) est un /c-complexe (de classe C 1 ) dans U et si ou est 
une /c-forme différentielle dans U, alors l'intégrale de ou sur $ est définie par 



» m „ 



OU. 
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En particulier, un /c-complexe $ = (</?i, ...,ip m ) dans C/ tel que : 

V?j(l) = <Pj+i(0), l<j<m-l, 

est un chemin dans U par morceaux. Si en outre (p m (l) = <Pi(0), alors $ est 
un cycle ou chemin fermé. 

Soient u une 1-forme différentielle exacte dans U, $ = (</?i, (p m ) et 
^ = (^1, ...,if) m ) deux chemins dans [/. Si uj = df, alors 



,/Wi))-/Wo)). 

Si (^i(O) = V'i(O) et v?m(l) = Vv>(l), alors 



LU = / CJ. 



Enfin si $ est un chemin fermé, alors 

u = 0. 



I 



Le bord d'un /c-simplexe </? : J fe — > U, k > 2, est le (A; — l)-complexe, 
noté cfy?, défini par 

,909 = (V'- a , . . . : 1< ? < fc, a = 0, lV 



ou 

(ui, Wjk-i) i — > y^' a (wi, -, «Jfc-i) = -, a , M j, -, u k-i), 



et = {^' a )_. 

Lors de la détermination du bord d'un simplexe <p, les notations suivantes 
peuvent être utiles pour préciser l'image de ip ainsi que l'orientation. Soient 
x , xi, Xk € U, k + 1 points et 

k 

ip : I h — ► U, u i — > (p(u) = x + Uj(xj — x ). 

3=1 

L'application <p définit un /c-simplexe dans U et Im <p est un parallélipipède 
(à k dimensions) construit sur les k segments joignant Xq à Xj, 1 < j < 
k. Ces /c-simplexes sont appelés /c-parallélotopes orientés et seront notés : 
[x , xi, Xk\. On a x = <p(0) et Xj = (p(ej), 1 < j < k, où ej désigne le 
jième vec ^ eur (j e Dase Pour /c = 1, on note [x ,Xi] et x — > X\. 

orientation 
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Exemple 3.2 Soit 

ip : I 2 — > R 2 , (ui,u 2 ) i — > (u!,u 2 ), 
le 2-simplexe identité (injection canonique) . On a 

dm = (m j ' a : 1< j < 2, a = 0, 1 V 

r y stgn(-iy+ a — J — ' ) 

I 1,0 1,1 2,0 2,1\ 

où 

^•°(«) = (^'°)_(«), 

= p(0,l-u), 

= (0,1 -m), 

= [(0,1),(0,0)](«), 

= [e 2 ,0](«), 

V 1 ' 1 ^) = <p(l,u), 

= (1,«), 

= [(1,0),(1,1)](«), 

= [ei,ei + e 2 ](w), 

p 2 >°(u) = p(u,0), 

= M), 

= [(0,0),(1,0)](«), 
= [0,ei](u), 

<p-\u) = (^ 2 ' 1 )_H, 

= ^(l-u), 

= (1-«,1), 

= [(1,1),(0,1)](«), 
= [ei + e 2 ,e 2 ](u). 

Comme I 2 = [0, 1] x [0, 1], alors <f(I 2 ) est le carré construit sur les segments 
joignant à e\, t\ à e± + e 2 , t\ + e 2 à e 2 et e 2 à 0. On obtient 

<W) = u « s «- 1 „ + .m)=^(^ 2 ))- 

i<i<2 

a=0,l 
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Le bord d'un /c-complexe $ = (<£>i, ...,<p m ) est le (k — l)-complexe défini par 

d<$> = (d(p 1 ,...,d(p m ), 

= (V''' Q , ^ : 1< j < m, 1< / < A;, a = 0, 1 V 
V sign(-i) ! + a — J — ' — — ' ' J 

Soient M x , M 2 des variétés différentiables de dimension m\ , m 2 respective- 
ment et U\ C Mi, C/ 2 C M 2 des ouverts. Pour toute application différentiable 
5 : C/i — > U 2 , et toute /c-forme différentielle dans U 2 , on peut définir une 
/c-forme différentielle dans C/i (appelée le pull-back par g ou image inverse ou 
encore transposée de ou par g) en posant 

9*u= Uh,-,i k d)dg il A ... A dg ik , 

l<i 1 ,...,i k <m 2 

OÙ 

sont des 1-formes dans C/i. Notons que g* est un opérateur linéaire de l'espace 
des /c-formes sur TV dans l'espace des /c-formes sur Z7i (l'astérisque indique 
que g* opère dans le sens inverse de g). Soit u est une /c-forme différentielle 
dans C/ 2 et À une /-forme différentielle dans U 2 . Alors si k = /, 

#*(u; + A) =g*u; + <?*A, 

et 

S >AA)=(/'a;AA 
Si h : C/ 2 — > R est une application continue, 

g*(hw) = (hog)g*uj. 

Si a; est de classe C 1 dan U 2 et g de classe C 2 dans C/i, 

= d(g*u). 

Si M 3 est une autre variété différentiable, U3 C M 3 un ouvert et /i : U3 — > C/i 
une application de classe C 1 , alors 

(gohyu = h*{g*u). 

On déduit de ces propriétés que si g : U\ — > U 2 est une application différen- 
tiable, alors il y a des applications linéaires induites 

g* :H k (U 2 ,R) H k (U u R), 
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telles que : 



g*([uj}A[X\)=g*[cu]Ag*[X\. 



En outre, si g est un difféomorphisme local, alors g* est un isomorphisme 
d'algèbres (les groupes de cohomologie donnent donc des invariants différen- 
tiables). 

On montre que si ip est un /c-simplexe dans M de classe C 1 , oj une /c-forme 
différentielle dans M, r k : I k — > IR fc , m i— > r k (u) = u un /c-simplexe identité 
dans I k C IR fc (injection canonique de classe C°°), alors 



On en déduit que si eu est une (k — l)-forme différentielle de classe C 1 dans 
M (orientable) et $ = (ipi, <p m ) un /c-complexe dans M de classe C 2 , alors 
on a la formule de Stokes-Cartan 



Soit A un anneau unitaire. On notera le A-module libre engendré par 
tous les /c-simplexes dans un complexe <É>. Un élément de Ck est appelé une 
/c-chaîne dans le complexe $. C'est une somme finie formelle de la forme 



où <7fc est un /c-simplexe et G A. Le bord dck d'une /c-chaîne est définie 
par 



Un cycle est une chaîne telle que : dck = 0. Un bord est une chaîne telle 
qu'il existe une chaîne Ck+i avec dck+i = c^. Par analogie avec les formes 
différentielles, on peut dire qu'un cycle est une chaîne fermée et qu'un bord 
est une chaîne exacte. On montre que pour toute /c-chaîne Ck, le bord dcu 
est une (/c — l)-chaîne et que d(dck) = 0. En outre, les /c-chaînes forment 
un groupe abélien en introduisant une loi d'addition sur les chaînes comme 
suit : si c k = J2 k a k&k, <4 = J2k a 'k a k, alors 






k 




k 




k 



Les cycles forment un groupe noté 



Z k = ker(<9 : C k 
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Deux cycles c' k et c! k sont équivalents ou homologues si et seulement si c' k —c k = 
dck+i- De même, les bords forment aussi un groupe noté 

B k = Im(<9 : C k+1 — ► C k ). 

On pose B = 0. On a les inclusions : B k C Z k C C k . 

Définition 3.2 On appelle groupe d'Homologie, noté H k , le quotient Z k /B k . 

Il est clair qu'un bord est un cycle. Mais tout cycle n'est pas un bord. 

Exemple 3.3 Soient a etb deux cycles indépendants dans Hi(T). Ces cycles 
forment une base d'homologie du tore T. On a 

H^T) = Z x {T)jB x {T) = Z/2Z. 

Les deux groupes (1) et (2) ont même structures ; ils sont engendrés par deux 
éléments a et b. 

3.2 Formes différentielles sur les surfaces de Riemann 
(Différentielles abéliennes) 

Une forme différentielle^ sur une surface de Riemann X s'écrit 

u = f(r)dr, 

où r est le paramètre local et / une fonction complexe de r. 

Définition 3.3 On dit que u est une différentielle abélienne si /(r) est une 
fonction méromorphe sur X , holomorphe si /(r) est une fonction holomorphe 
sur X , ayant un pôle d'ordre k ou un zéro d'ordre k en un point p si /(r) a 
un pôle d'ordre k ou un zéro d'ordre k en ce point. 

Définition 3.4 On dit qu'une différentielle abélienne est de l ere espèce si elle 
est holomorphe sur X , de 2 eme espèce si son résidu^ est nul en chaque point 
de X et enfin de 3 eme espèce si son résidu est non nul en au moins un point 
de X. 

1 On omettra de préciser qu'il s'agit d'une 1-forme différentielle. 

2 Rés p w = RéSp/ = a_i où p £ X et /(r) = Y^=n a k zk ■ On a aussi, Rés p o; = J^uj où 
7 est une courbe fermée sur X. 
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Soit (ai, . . . ,a g ,bi, . . . , b g ) une base de cycles dans le groupe d'homologie 
Hi{X, Z) de telle façon que les produits d'intersection de cycles deux à deux 
s'écrivent : 

(a j: dj) = (bj, bj) = 0, (a j: b k ) = ô jk , 1 < j, k < g. 

On dira que (a±, . . . ,a g ,bi, . . . ,b g ) est une base symplectique du groupe d'ho- 
mologie H 1 (X, Z) . On désigne par X* la représentation normale de la surface 
de Riemann X de genre g, Le., un polygone à 4g côtés identifiés deux à deux 
selon le symbole aibia^b^ 1 ...a g b g a~ 1 b'g~ 1 et peut être définit à partir d'une 
triangulation de la surface X. Les 4g côtés sont nommés dans l'ordre où ils 
se présentent sur le bord orienté du polygone, aj" 1 devant être identifié à a± 
après avoir renversé son orientation, etc.. 

Proposition 3.5 Soit X une surface de Riemann compacte de genre g. Soit 
uj une différentielle abélienne sur X . Alors 

Rés p uo = 0. 

Démonstration : Soit X* la représentation normale de X. On sait que X* est 
un polygone à 4g côtés identifiés deux à deux. Si l'on parcourt le bord dX* 
de ce polygone, on constate que chaque côté est parcouru deux foix, l'un dans 
le sens de son orientation et l'autre dans le sens opposé. Donc f dx , uj = 0. 
Or, d'après le théorème des résidus, on a 

uj = 2ixi RéSpCJ, 

car tous les points de X* sont des points de X. D'où, Ylpex ^ès p uj = 0. □ 

Soient X une surface de Riemann compacte, uj une forme différentielle 
fermée, A une chaîne sur X et dA son bord. D'après le théorème de Stokes- 
Cartan, on a 

/ = duj = 0. 

JdA J JA 

Dès lors, si 7 est un chemin contenu dans X et si [7] G H\(X, Z) est la classe 
d'homologie contenant 7, alors l'application 

j :H 1 (X,Z)^C, [t]-— >/ oj= [uj, 

J [7] J [7] Jy 

est bien définie. En particulier, si uj est une forme différentielle holomorphe 
alors l'intégrale ci-dessus est bien définie puisque toute forme différentielle 
holomorphe uj est fermée. 
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Définition 3.6 On appelle périodes de uj suivant les cycles a,-, bj, les nombres 
f uj et f, uj. 

Soit uj une forme différentielle holomorphe ou de 2 eme espèce sur X. Soit 

g g 

i = Y aiCLi + 53/ 3 A> 

3=1 3=1 

un cycle sur X. On déduit du théorème des résidus, que 

J"1 j=l j=\ -> h j 

Soit po G X, un point fixé. Pour tout point p G X , l'intégrale J p q uj est bien 
définie si et seulement si toutes les périodes de uj sont nulles. La condition 
nécessaire est évidente car si P uj est bien définie, alors l'intégrale de uj sur 
tout chemin fermé est nulle. Concernant la condition suffisante, on va utiliser 
un raisonnement par l'absurde. Supposons que uj n'est pas bien définie, 
dès lors deux chemins 71 et 72 conduisent à des résultats différents. On peut 
donc trouver un point p appartenant à l'intérieur du chemin fermé 7 = 71U72 
tel que : Kés p uj 7^ 0. Considérons maintenant deux cycles homologues, un de 
chaque côté du point p, de telle manière à ce que la bande de surface ainsi 
déterminée soit assez fine pour ne contenir qu'un seul point à résidu non nul. 
Soit q un point du premier cycle, r un autre point du second cycle et traçons 
un chemin qui relie les deux points a et r mais qui ne passe pas par le point 
p. En partant du point q, on parcourt le premier cycle et on revient au point 
q; on désigne ce chemin parcouru par C\. Ensuite, on emprunte le chemin 
C2 qui mène du point q au point r. Après, on parcourt le second cycle et on 
notera par C3 le chemin parcouru. Enfin, on reprend le chemin inverse C4 qui 
mène du point r au point q. En désignant par C = Ci U C2 U C3 U C4 le chemin 
fermé de ces parcourts, on voit que J c uj 7^ puisque Rés p uj 7^ 0. D'un autre 
côté, on a 




Par hypothèse les périodes de uj sont nulles, i.e., 




donc J c uj = 0, ce qui est absurde. 
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Théorème 3.7 L'ensembl^ 

= {u : u différentielle holomorphe sur X}, 

des différentielles holomorphes sur X est de dimension g. 

Démonstration : Montrons tout d'abord que dimfi 1 (X) < g. Pour cela, 
nous allons montrer qu'il n'existe pas de suite libre de g + 1 formes diffé- 
rentielles u>o, oui, ujg sur X. Donc déterminons des constantes non toutes 
nulles cq, ...,c g telles que : 



g 

k=0 



Soit Uk — Uk + ivk- Comme Uk est holomophe, alors sa partie réelle Uk = 
Re Uk et sa partie imaginaire Vk = Im u>k sont harmoniques. Considérons la 
différentielle réelle 



k=0 

et déterminons £,k,Vk de sorte que toutes les périodes de 9 soient nulles, Le., 



y^(6: u k + î] k / v k ) = o, 

k=0 

5^(6 / Uk + Vk v k ) = 0, 

k=0 B •* a 9 

/ U k + Vk V k ) = 0, 

k=0 

y^(6 / u k + r]k v k ) = 0. 

Ce sont 2g équations à 2g + 2 inconnues, il existe donc une solution 

non triviale. Toutes les périodes de 6 sont nulles et d'après ce qui précède, 



5 On écrira indifféramment ou H°(X, fi 1 ). 
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la fonction <p(p) = f^O est bien définie. Cette fonction étant bornée et har- 
monique, alors d'après le principe du maximum, cp= constant^. Notons que 
ip{0) =0, donc ip = et par conséquent 9 = 0. Montrons maintenant que : 



9 

y] = o. 

fc=0 



En effet, posons Ck = £fc — irjk, d'où 

rv 9 



p 

W = / ^ ^k - ////,■)("/, ' "'A-J 
fc=0 

p 9 



Or 



fc=0 " u k=0 

rv 

Re lu + i / Imw. 
(i </o 

J^fâfcWfc + VkVk) = 9 = 0, 

k=0 

donc J P Re uu = 0. D' après les conditions de Cauchy-Riemann, on a aussi 
J P Im uu = 0. Donc JJw = 0, Vp et par conséquent c<j = 0. Il reste à prouver 
que : dimf2 1 (X) > g. On se contente ici de donner les étapes essentielles. 
Considérons l'espace d'Hilbert L 2 (X) des formes différentielles mesurables 
sur X et C k (X) l'ensemble des formes différentielles ((r)dr avec ( G C k et r 
un paramètre local. Soit uu G C X (X) H L 2 (X). On montre que la forme u; se 
décompose de manière unique comme suit 

uu = uu h + df, 

où uuh est une différentielle harmonique et df G L 2 (X). Si H(X) est l'ensemble 
des formes différentielles harmoniques sur X alors dimif > 2g et 

f(x) = ©n 1 . 

Dès lors, dimif(X) = 2dimf2 1 et par conséquent dimf2 1 (X) > g, ce qui 
achève la démonstration. □ 



4 En effet, la fonction tp n'a ni maximum ni minimum car sinon elle devrait l'atteindre 
sur le bord de la surface de Riemann X. Or X n'a pas de bord et comme ip est bornée, 
alors ip= constante. 
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On déduit de l'équation 

dF , dF , 

— — dz + -7^—dw = 0, 

oz ow 

sur la surface de Riemann X : F(w, z) = 0, que les différentielles rationnelles 
s'écrivent sur X : 

P(w,z) P(w,z) 
lu = dz = Qj^dw, 

dw dz 

où P(w, z) une fonction rationnelle arbitraire. En fait, la formule du résidu de 
Poincaré affirme que toutes les différentielles holomorphes sur la surface de 
Riemann X s'écrivent sous la forme ci-dessus avec pour P(w, z) un polynôme 
de degré < n — 3. 

Exemple 3.4 La différentielle 

dz 

LV 



y/z(z-l)(z-Xy 

est l'unique différentielle holomorphe sur la courbe elliptique X d'équation : 

F(w, z)=w 2 - z(z - l)(z - A) = 0, A 0, l. 

En effet, les points de branchements de X sont : 0, 1, A, oo. Comme g(X) = 1, 
alors d'après le théorème 3.7, il existe une seule différentielle holomorphe sur 
X . La formule du résidu de Poincaré s'écrit dans ce cas 

z k w j , 
tu = dz. 

2y/z(z-l)( Z -X) 

Prenons j = 0, d'où 

uj = dz. 

2y/ Z (z-l)(z-X) 

Au voisinage du point z = 0, on choisit comme paramètre local t = y/z. D'où 

t 2k 

uj = — dt, 

= at 2k (l + o(t 2 ))dt, a = constante, 
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ce qui montre que uj est holomorphe pour k > 0. Au voisinage de z = 1 et 
de z = X, on utilise la même méthode et on obtient le même conclusion. Au 
voisinage de z = oo, on choisit comme paramètre local t — et on obtient 

dt 

uj = =dt, 

v /t 2fc (l-t 2 )(l-At 2 ) 

= br 2k (l + o(t 2 ))dt, b= constante, 

ce qui montre que uj est holomorphe pour k < 0. Donc au voisinage de 
0, 1, À, oo, la forme différentielle ou est holomorphe si k = 0, i.e., si 

dz 



y/z{z-l)(z-\) 

Elle l'est aussi en dehors de ces points car si c G C, Zq ^ 0, 1, À, oo, on choisit 
comme paramètre local t = z — z Q , d'où 

dt 

uj = — dt, 

2y/(t + Z )(t + Z -l)(t + Z -X) 

= c(l + o(t 3 ))dt, c= constante, 
est holomorphe. En conclusion, 

dz 



uj = 



^z(z-\)(z-\y 

est l'unique différentielle holomorphe sur la courbe elliptique X . 
Exemple 3.5 Les différentielles 

z^~^dz 

u k = k = \,1,...,g, 

forment une base de différentielles holomorphes sur la courbe hyperelliptique 
X de genre g associée à l'équation 

2g+l 

F(w, : ) ir 2 ] [ ( : Zj ) = 0. 

3=1 

En effet, les points de branchements de X sont : Z \, Z2 g +i, oo. D'après 
le théorème 3. 7, le nombre de différentielles holomorphes sur X est égal au 
genre g de X. Il suffit d'utiliser un raisonnement similaire à celui de l'exemple 
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précédent. Au voisinage de z = z i; 1 < i < 2g+l, on choisit comme paramètre 
local t = y/z — Zi et on obtient 

2 ( Zi + t 2 )^ 1 tdt 



qui sont holomorphes pour k > 1. De même, au voisinage de z = oo, on 
choisit comme paramètre local t — et on obtient 

2t 2 v+ l dt 

uj = 



qui sont holomorphes pour k < g. En dehors des points z±, Z2 9 +i, oo les 
différentielles en questions sont évidemment holomorphes. 

4 Relations bilinéaires de Riemann 

Théorème 4.1 Soient u et uj 1 et deux différentielles holomorphes sur X. 
Alors, 



k=i 



a k Jb k Jb k J a k 



Si en outre uj est non nulle, alors 



9 

i 

k=l 



'<y~]\ OJ LÔ - UJ iJj > 0. 

a k Jb k Jb k J a k 



(Ces deux expressions s'appellent relations bilinéaires de Riemann). 

Démonstration : Soit X* la représentation normale de X. Posons 

rv rp 

f(p) = w, g(p) = / w', 

Jpo Jp 

où po est un point fixé n'appartenant ni à a^, ni à Les fonctions f et g 
sont bien définies sur X*. Si p G o^, alors il est identifié à p* G a k l . D'où 

f( P *) = r u = fip) + / u. (4.i) 

Jpo Jb k 
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Si p G bk, alors il est identifié à p* G b k l . D'où 



f(f) =[*<*> = f(p) - / uj. 

Jpo Ja k 

Puisque la forme uj est exacte sur X* , i.e., ou = df, alors 

ou A ou' = df A ou' = d(fcu'). 
En appliquant la formule de Stokes-Cartan, on obtient 

/ luAu'= [ feu'. 

Jx JdX* 

En tenant compte de (4.1) et (4.2), on obtient 

JdX* 



(4.2) 



fax 

g 

E 

k=i 



[ fo/+f fou'+f (f+f u>)u>'+[ (f- f 

Jda k Jdb k ^^a. 1 \ Jb k / Jdb, 1 \ J a k 



LU OU 



Or 



d'où 



i.e., 



/ (/+ / u)u/ = -f feu'- j (f cu)ou', 

J da k 1 \ Jb k / J da k J da k \J b k / 

[ (f- [ u)u/ = -f fu/+ [ ( [ u)u/, 

Jdb- 1 \ Ja k J Jdb k Jdb k \Ja k J 

JdX* k=1 \Ja k Jb k 



OU LU 
b k Ja k 



ou A ou 



k=l 



ou ou — ou ou 

o- k Jb k Jb k J a k 



Si uj, ou' sont deux formes différentielles holomorphes sur X avec ou 
et ou' = g(z)dz, alors 

ou A ou' = fgdz A dz — 0, 
et par conséquent la relation (4.3) implique que : 



J2( / ou / uj'- / uj / uj') =0 

k—l \J a k Jb k Jb k J a k 



(4.3) 

f(z)dz 
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Si eu est une forme différentielle holomorphe sur X avec lu ^ et eu = f(z)dz, 
z = x + iy alors 

ou A ÏJ = -2i\f\ 2 dx A dy. 



Dès lors 

9 



k=i 



a k Jb 



LU LU 



LU LU 
b k J a k 



il lu A lu, d'après (4.3) avec lu' = lu, 



x 



\f\ 2 dx Ady > 0, lu ^ 0, 



x 



et le théorème est démontré. □ 

Soit (lui, • • • , <jj g ) une base de différentielles holomorphes sur la surface de 
Riemann X de genre g. 

Définition 4.2 La matrice des périodes de X est définie par Vt = (E, F) , 
où 



E 



uu a 

ai 9 



f 

Ja„ 



LU,, 



U 



Ib g U 9 



Proposition 4.3 Les 2g vecteurs 

( k-A ( L<*\ 



\ L u 9 ) 



I k M 



\k^J xk^J 



\ k u <> / 



sont ^-linéairement indépendants. 



Démonstration : En effet, procédons par l'absurde en supposant que ces vec- 
teurs soient R-dépendants. Autrement dit, soit k\, k g , m\, ...m g des sca- 
laires, tous non nuls, tels que : 



On a aussi 



9 








( L] ^ \ 




H 


kj 


+ m 3 








\ k u ° ) 




\ k u « / 




9 




( k^\ 




( k ^ ^ 




E 


kj 


+ m 3 




j'=i 




V ) 




V h," 9 ) 





0. 



(4.4) 



0, 



(4.5) 
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où Uj, 1 < j < g, désigne le conjugué complexe de Uj. Considérons la matrice 





/ r . . . r 

J«i ' Ja g 1 


J bl 




Q* = 


f (J„ • • • f UOn 

Ja\ y Ja g y 

f cJ 1 • • • f cJi 

Jai 1 Ja g 1 


k "g 
k ^ 


■■■ k u 9 
■■■ k^ 








■■■ Sb g Ûg J 


D'après (4.4) et (4.5), on déduit que ran 


g fi* < 2g et dès lors 


J 


/" 9 


= o, 


l<k<g 


j 


bk 3=1 


= o, 


l<k<g 



où «i, ...,a g ,Pi, ...,P g sont des nombres complexes non tous nuls. En notant 



ou 



3=1 



et 



les expressions ci-dessus peuvent encore s'écrire sous la forme 



JJu; + rî) = 0, l<k<g 



(4.6) 



Montrons que la forme différentielle ui + rj est exacte. Soient 7 un chemin 
d'extrémités po et p et contenu dans X ; le point po étant fixé tandis que p 
est arbitraire. On pose 

h{p) = [ (u + fj). 

Cette intégrale ne dépend pas des extrémités po et p de 7. En effet, désignons 
par 71 et 72 deux chemins joignant les points po et p. Notons que 7 = 71 U72 
est un chemin fermé dans X et on peut écrire 

9 

7 = ^^(rrijaj + rijbj) + dA, (rrij, rij G Z), 

3=1 
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où A est une chaîne dans X. D'après les équations (4.6) et le théorème de 
Stokes-Cartan, on a 

/ (u; + rj) = [ [ d{u + rj) = [ [ = 0. 
JdA J Ja J Ja 



Dès lors, 



J'Y-! J yo 



'71 ^ 72 

ce qui montre que h{p) = f (u + rj) ne dépend pas du choix de 7 et elle 
est bien définie. Par conséquent, u + rj = dh, i.e., uj + rj est exacte. Nous 
allons maintenant montrer que ou = i] = 0, ce qui contredit l'indépendance 
de u>i, uj g . Posons uj = f(z)dz et r\ = g(z)dz. On a 

ou A 77 = fgdz A dz = 0, 

et 

77 A 77 = |(?(z)| 2 (iz Adz = — 2i\g(z)\ 2 dx A cfa/, 

où z = x + iy. Pour montrer que 77 = 0, on va utiliser un raisonnement par 
l'absurde. Supposons donc que 77 7^ 0, d'où 




x 




r]Ai]= / \g(z)\ 2 dx A dy > 0, 77 7^ 0. 



On a 



77A77 = 77ACU + 77A77, 

= 7]A(uj + rj, 

= rj A dh, 

= —dh A 77, 

= —d{hrj) — h A drj, 

= —d(hrj) — h A dg A dz, 

dg dg _ 
= —d(hri) — h A {-^dz + 7— fis) A dz, 
oz âz 

= -d(hri), 

car la forme 77 étant holomorphe, la fonction g est aussi holomorphe et d'après 
les conditions de Cauchy-Riemann, on a || = 0. D'où 




r]Arj = - J j x d(hr]) = 0, 



ce qui est absurde. Donc 77 = 0. En utilisant un raisonnement similaire, on 
montre qu'on a aussi uj = et la démonstration est complète. □ 
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Théorème 4.4 Les relations bilinéaires de Riemann sont équivalentes res- 
pectivement aux relations suivantes : 

VLQiï 1 = 0, ittQïf > 0, 
où Q = ( ^ T ^ ) est une matrice d'ordre 2g (dite matrice d'intersection) 



-I / 

et I la matrice unité d'ordre g. 

Démonstration : Soient ou et u/ deux différentielles holomorphes, 



$ = / LU... U UJ... ! UJ J , 
V J a\ J a g Jb\ Jb g J 



la matrice des périodes de ui et 



\J ai J a g Jbi J b g J 



celle de u'. Evidemment, la première relation bilinéaire de Riemann s'écrit 

$g$ ,T = 0. 

Or 

g 

3=1 

9 

3=1 



donc 



(g p g p g p g p 

J2 a i / u 3-^2 a 3 / u 3^2 a i / u i-^2 a i / 
J ai . _i J a„ -_i J bi -_i Jb 



atj / Uj , , 



,3=1 Jai 3=1 Ja v 3=1 Jbl 3=1 

= afl, 



où a = (oii...a g ) et 



(g P g p g p g p 

j = l Ja l j = l Ja 9 j = l Jb l j = l Jb 9 
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où ol = {a' l ...a! g ). Si 

$g$ /T = o, 

i.e., 

afiQfiW = 0, 

quel que soit a, a', alors QQQ T = 0. Réciproquement, si QQQ T = 0, alors 
aQQQ T a T = 0. Autrement dit, la première relation bilinéaire de Riemann 
est équivalente à 

ttQtt T = 0. 



Soit 



$ = / uj... u oj... / UJ \ , 

W (Il J CLg J b\ Jbg J 



la matrice des périodes de uj. On montre que la seconde relation bilinéaire de 
Riemann s'écrit sous la forme 

i$Q$ T > 0, 

ou encore 

iattQïfâ T > 0. 

Cette relation est vraie pour tout a, donc elle est équivalente à celle-ci 

iflQïf > 0, 
ce qui achève la démonstration. □ 

Proposition 4.5 La matrice iilQil T est hermitienne et elle est définie po- 
sitive. On a 

ttQiï 7 = EF T — FE T , 
QQïf = EF T - FË T . 

En outre, la matrice E est inversible. 

Démonstration : On sait que iilQil 7 > 0. Par ailleurs, on a 

T 



= -QTÎQtt T , 
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ce qui montre que iQQQ est une matrice hermitienne. On a 
Wl T = (E F) ( » o ) ( ^ ) • 

= -FE T + EF T . 

De même, on a 

nglf = <* F)(° £)(£), 

= -FË T + EF T . 
Soit s la solution de l'équation : s_E = 0. D'après ce qui précède, on a 

s (inQTf^j T s T = is (EF T - FË T ) s T , 

= t((sE)(W) T -{ 8 F)ÇË) r ), 
= 0, 

puisque sE = 0. Dès lors l'équation sE = admet la seule solution triviale 
s = et par conséquent det-E 7^ 0. Donc E est inversible et achève la 
démonstration. □ 

Soit (u>i, ujg) une base de différentielles holomorphes sur une surface 
de Riemann compacte X de genre g et soit (ai, a g , bi, b g ) une base 
symplectique du groupe d'homologie Hi(X,Z). Soit Q = (E,F) la matrice 
des périodes de X associée à ces bases. Notons que les périodes f a .0Oj et 

f b Uj, dépendent non seulement de la structure complexe de la surface X 
mais dépendent aussi de ces bases. Nous allons voir qu'on n'est pas obligé de 
maintenir ce dernier choix. On montrera ci-dessous qu'il existe une unique 
base (dite normalisée) (771, ■■■,rj g ) de H°(X, fl 1 ) telle que : 

(Vi,-,V 9 V = E~\wi, ...,UJ g ) T , 

ou ce qui revient au même, une unique base (771, ■■■,%) telle que : 

f . f 1 si k = l 
L Vk = Ôlk= \0 sik^l 
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Proposition 4.6 Soit (ui,...,u g ) une base de différentielles holomorphes 
sur une surface de Riemann de genre g. Alors, il existe une nouvelle base 



Vk = ^2c kj u j , l<k<g, 

3=1 

telle que : 

r) k = ô lk , 1 < k,l < g 

J ai 

c'est-à-dire de telle sorte que la matrice des périodes associée à cette base soit 
de la forme (I, Z) où I est la matrice unité et Z = E~ 1 F. La matrice Z est 
symétrique et à partie imaginaire définie positive. 



Démonstration : On a 



[ vkJ2 ° k 3 [ 

■>h =1 Jbi 



ce qui s'exprime en langage matriciel par Z = CF où C = (ckj)i<k,j<g est la 
matrice des c k j- Or J a; r\ k = ôi k , donc 



9 . 

/ = Si k , 

7 = 1 Ja l 



i.e., CE = I. D'après la proposition précédente, la matrice E est inversible, 
d'où C = E^ 1 et par conséquent Z = E~ 1 F. Montrons tout d'abord que : 
Z = Z T . En effet, on a 

Z T — Z = F T (E- 1 ) T - E~ X F, 

d'où 

E(Z T -Z)E T = E (F T (E- 1 ) T - E^F) E T , 
= EF T - FE T , 
= ilQU T , proposition 4.5, 
= 0, 

en vertu de la première relation bilinéaire de Riemann. Donc Z T — Z = 0. 
Montrons maintenant que : lmZ > 0. En effet, d'après la proposition 4.5, la 
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matrice iÇlJVl est définie positive. D'où 

< E' 1 (iQQïf^ (~Ë T ^J 1 , 

= Œ~ l (EF T - FË T ^j (~Ë~ T ^} 1 , proposition 4.5, 



■T A=T 



-1 



il F' [E' ) - E~ X F 



i Z 



= i \Z — Zj , car Z est symétrique, 
= Im Z, 

la démonstration s'achève. □ 

5 Diviseurs 

Soient p un point de X, t p : X — ► C un paramètre local en p (ou une 
uniformisante locale en p, i.e., une carte locale en p appliquant p sur 0) et / 
une fonction méromorphe au voisinage de p. L'ordre de / en p, est l'unique 
entier n tel que : / = r£.g, où g est holomorphe ne s'annulant pas en p. Dans 
le cas où / = 0, on choisit par convention n = +oo. L'entier n dépend de p 
et de / et on le note ord p (/). On a 

ordp(/i + / 2 ) > inf(ordp(/i),ordp(/ 2 )), 

et 

ord p (/i/ 2 ) = ord„(/i) + ord p (/ 2 )- 

Définition 5.1 Un diviseur sur une surface de Riemann X est une combi- 
naison formelle du typ^ 

avec (pj) une famille localement finie de points de X. 



5 I1 s'agit d'une notation utile qui désigne une collection finie de points sans ordre y 
compris des entiers relatifs liés à chaque point. Lorsqu'on écrit par exemple : 2p\ + 3p2 + 
P3 + ... + p n , il faut bien comprendre que cette écriture est purement formelle et qu'elle 
n'a rien à voir avec 2 coordonnées p%, 3 coordonnées P2, etc.. 
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La somme ci-dessus étant finie (puisque X est compacte), on peut donc définir 
le support d'un diviseur comme étant l'ensemble fini de points pj pour lesquels 
le coefficient rij est non nul. Le diviseur V est fini si son support est fini et ce 
sera toujours le cas si X est une surface de Riemann compacte. L'ensemble des 
diviseurs sur X est un groupe abélien noté Div(X). L'addition des diviseurs 
est définie par l'addition des coefficients. 

Définition 5.2 Le degr^ du diviseur V est un entier noté deg V et est 
défini par 

deg V = rij . 

j 

L'application 

deg : Div (X) — ► Z, V i — ► deg V, 

est un homomorphisme de groupe. Le noyau de cet homomorphisme est l'en- 
semble des diviseurs de degré 0, noté Div°(X), et forme un sous-groupe de 
Div(X). 

Soit / 7^ 0, une fonction méromorphe sur X. A cette fonction /, on fait 
correspondre un diviseur noté (/) en prenant pour pj les zéros et les pôles de 
/ et pour rij l'ordre de pj avec un signe négatif pour les pôles. De manière 
plus précise, on pose 

(/) = ^ord p (/).p, 

pex 

où les ovdpf sont nuls sauf un nombre fini d'entre eux. En désignant par 
ai, ai les zéros de / de multiplicité ni, ...,ni respectivement et par /3i, f3 m 
les pôles de / de multiplicité pi, ...,p m respectivement, on obtient 

l m 

if) = X/v 1 .' y^i'jh- 

3=1 3=1 

= (/)o -(/)», 

où (/)o = (diviseur des zéros de /) et (/)oo = (diviseur des pôles de/). Géo- 
métriquement, cela signifie que (/)q correspond à l'intersection de X avec la 
courbe / = et (/)oo à l'intersection de X avec y = 0. 

Exemple 5.1 Les diviseurs des fonctions 

f 1 {z) = z(z-l), /„(*) = -, Hz) = z\ 

z 

6 ou ordre de T>, noté o(T>), 
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(z — a)(z 



by 



(z — a)(z — b) 



,(a,beC), 



sont évidemment égaux à 



(A) = {0} - 2{oo}, 



(/ 2 ) 



{0} + {oo}, (/s) = 2{0} - {oo}, 



(A) 



w - m + 



{0} + {oo}, (/ 5 ) 



{a}-{6} + 2{0}. 



On a 



(r 1 ) 
(/) 



(/) + (g), 
-(/), 




— = constante. 



Tout diviseur d'une fonction méromorphe est dit diviseur principal. L'en- 
semble des diviseurs principaux forme un sous-groupe de Div°(X). Sur toute 
surface de Riemann compacte, une fonction méromorphe / 7^ a le même 
nombre de zéros que des pôles, donc deg (/) = 0. Autrement dit, tout divi- 
seur principal a le degré mais en général, les diviseurs de degré ne sont 
pas tous principaux. 

Signalons deux notions qui seront étudiées dans les sections suivantes : 
Le groupe de Picard, noté Pic(X), est le groupe des diviseurs quotienté par 
les diviseurs principaux. La variété jacobienne, notée Jac(X), s'identifie au 
quotient du groupe des diviseurs de degré par les diviseurs principaux. 
Nous verrons que Jac(X) ~ Pic°(X) où ce dernier désigne le sous-groupe de 
Pic(X) formé par les classes des diviseurs de degré 0. 

On dit qu'un diviseur V est positif (ou effectif) et on note V > 0, si les 
entiers rij qui interviennent dans la somme sont positifs. Plus généralement, 
on définit la relation d'ordre partiel > sur les diviseurs par V 1 > T> 2 si et 
seulement si T>i—T> 2 est positif. Deux diviseurs T>i et V 2 sont dits linéairement 
équivalents (et on note T> 1 ~ V 2 ) si T>i— V 2 est principal, i.e., si T>i—V 2 = (/) 
où / est une fonction méromorphe. 

Si V = J2 P ex n p-P es t un diviseur, on notera C{T>) l'ensemble des fonc- 
tions méromorphes / telles que : ord p (/) + n p > 0, pour tout p G X . Autre- 
ment dit, 



i.e., l'espace vectoriel des fonctions de X dont le diviseur est plus grand que 
—V. Si (/) + T> n'est > pour aucun /, on posera C{V) = 0. Par exemple, si 
le diviseur V est positif alors C{V) est l'ensemble des fonctions holomorphes 
en dehors de V et ayant au plus des pôles simples le long de V. 



C(V) = {/ méromorphe sur X : (/) + V > 0}, 
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Proposition 5.3 Si T>\ ~ T> 2 , alors C(T>i) est isomorphe à C(T> 2 ) et en 
outre deg Vi = degV 2 . 

Démonstration : Par hypothèse T>\ ~ V 2 , donc par définition T>\ — T> 2 — (/) 
où / est une fonction méromorphe. Par ailleurs, pour tout g G on a 



et dès lors 



(<7) + Z>i>0, 



(fg) + V 2 = (f) + ( g )+V 2 , 

= V 1 -V 2 + (g)+V 2 , 
= (g)+T> 1 >0. 



L'application 



£(Px) — C(V 2 ), g^fg, 
est linéaire et admet comme réciproque 



9_ 

r 



C{V 2 )^ù{V x ), gv 

D'où C{T>i) = C{V 2 ). En ce qui concerne la dernière assertion, on a 

deg (/) = deg V 1 - deg V 2 , 

et le résultat découle du fait que tout diviseur principal a le degré 0. □ 

Exemple 5.2 Considérons le cas où X = P X (C) est la droite projective com- 
plexe et soitV = {0} + {l} un diviseur sur X . Les fonctions qui appartiennent 
à l'espace C{V) sont les constantes et les fonctions : \, ^jrïy • 

On peut associer à chaque forme différentielle u un diviseur noté (ou). Si 
io = fdr p avec / une fonction méromorphe sur X et r p un paramètre local 
en p G X, on définit l'ordre de uj en p par ord p (u;) = ord (/) et le diviseur 
(u>) de uj par 

Si V = J2 p( zx n p-P es t un diviseur, on définit de façon analogue à C(T>), 
l'espace linéaire T(V) comme étant l'ensemble des formes différentielles mé- 
romorphes uj sur X telles que : ord p o; + n p > 0, pour tout p G X . Autrement 
dit, 

T{T>) = {uj méromorphe sur X : (uj) + V > 0}, 
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i.e., l'ensemble des formes différentielles méromorphes oj sur X telles que : 
{uj)+T> > O.SiVi ~ V 2 , alors T{T>i) est isomorphe à X(X> 2 ), d'où dimX^x) = 
dimX(X> 2 ). Dans le cas où le diviseur V est négatif, alors (ou) + V > est 
l'ensemble des formes différentielles qui n'ont pas de pôles et qui ont des 
zéros au moins aux points de V. Notons enfin qu'en vertu du théorème des 
résidus, on a J2 P ex ^ s ( u ) = 0, ou ^ s ( u ) es ^ ^ e résidu en p de eu, i.e., le 
coefficient de y dans le développement de / en série de Laurent. 

Définition 5.4 On appelle diviseur canonique sur X et l'on désigne par K , 
le diviseur (u) d'une 1— forme méromorphe uo ^ sur X. 

Proposition 5.5 Soit V un diviseur sur une surface de Riemann compacte 
X et K un diviseur canonique sur X. Alors, l'application 

^ :C (K-V)^1(-V), f^fu, (5.1) 

est un isomorphisme. 

Démonstration : En effet, on a 

(/w) = (/) + (a;) = (f) + K, 

> -(K-V) + K, 

= -(-v), 

ce qui montre que l'application ip est bien définie. Cette dernière est injective, 
i.e., l'équation fu = guj entraine / = g. Montrons que ip est surjective. Soit 
r\ G X(— V), d'où il existe une fonction méromorphe h sur X telle que : 
hou = rj. Dès lors, 

(h) + K = (h) + (u), 
= (huj), 

= (v)>-(-v), 

d'où (h) > —(K — V), h G C(K — V) et par conséquent ip est surjective. □ 

6 Le théorème de Riemann-Roch 

Nous allons maintenant étudier un des théorèmes les plus importants de la 
théorie des surfaces de Riemann compactes : le théorème de Riemann-Roch. 
Il permet de définir le genre d'une surface de Riemann qui est un invariant 
fondamental. Il s'agit d'un théorème d'existence efficace qui permet, entre 
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autres, de déterminer le nombre de fonctions méromorphes linéairement in- 
dépendantes ayant certaines restrictions sur leurs pôles. A cause de l'impor- 
tance de ce théorème, nous allons donner une preuve élémentaire constructive 
bien qu'un peu technique et nous mentionnons aussi quelques conséquences 
de ce théorème. 

Théorème 6.1 (de Riemann-Roch) : Si X une surface de Riemann com- 
pacte et T> est un diviseur sur X , alors 

dim£(X>) - dimC{K-V) = degV-g + 1, (6.1) 

où K est le diviseur canonique sur X et g est le genre de X. Cette formule 
peut s'écrire sous la forme équivalente 

dim£(X>) - dimJ(-X>) = degV-g + 1. (6.2) 

Démonstration : L'équivalence entre les formules (6.1) et (6.2) résulte im- 
médiatement de l'isomorphisme (5.1). La preuve du théorème est immédiate 
dans le cas où V = car £(0) est l'ensemble des fonctions holomorphes sur 
X. Or toute fonction holomorphe sur une surface de Riemann compacte est 
constante, donc £(0) = C. En outre, on sait que la dimension de l'espace des 
formes différentielles holomorphes sur X est le genre g de X, d'où le résultat. 
La preuve du théorème va se faire en plusieurs étapes : 
Étape 1 : Soit V un diviseur positif. Autrement dit, 

m 

V = ^2n k p k , n k G N*, pu G X. 
k=i 

Soit / G C(V), i.e., / a au plus un pôle d'ordre n k en p k . Au voisinage de p k , 
on a 

d f = ( È cfrMdr, 

\j=-n k -l J 

donc df est méromorphe. Plus précisément, df a un pôle d'ordre n k + 1 en 
Pk- Comme / est méromorphe, alors df ne peut pas avoir de pôle simple et 
dès lors son résidu est nul, i.e., c k _ x = 0. Soit (ai, . . . , a g , b±, . . . , b g ) une base 
de cycles dans le groupe d'homologie H 1 (X, Z) de telle façon que les indices 
d'intersection de cycles deux à deux s'écrivent : 

(ai, ot) = (pi, b t ) = 0, (a i ,b j )=ô ij , l<i,j<g. 
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Rappelons (analyse harmonique) que pour tout n > 2 et pour tout p G 
X, il existe une différentielle méromorphe unique 77 sur X telle que : 77 est 
holomorphe sur X\p tandis qu'autour de p, 

où r est un paramètre local en p choisi avec p = et en outre, on a f rj — 0. 
Posons 

m rik 

V = df~J2Y. c H> (6-3) 

fc=i 3=2 

où 77^ sont des différentielles méromorphes ayant un pôle d'ordre j en pk et 
holomorphes sur X\pu. D'où 



fc=l i=2 



L'intégrale d'une différentielle exacte le long d'un chemin fermé étant nulle, 
donc J a df = 0. La forme 77 étant holomorphe, alors 

77 = dUl + ... + CgUg, 

où (c^i, est une base de Q(X) et dès lors 

77 = ci/ ui + ... + c g Ug, i = l,...,g 

J ai J ai 



Puisque la matrice 



" (/ -) 



est inversible, alors ci = ... = c g = 0, donc 77 = et d'après (6.3), on a 



m n/ç 



# = EE C H 

fc=l j=2 



Considérons l'application 



{m n k ~\ 
(# : EE<$ / ^ = ° h ^4 
fc=i 3=2 jh i ) 
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Notons que 

Ker ip — {/ : méromorphe sur X et n'ayant pas de pôle} , 
= {/ : / est une constante }, 

d'où dim Ker ip — 1 et par conséquent, 

dim£(£>) = dimV + 1. 

Les espaces et V sont isomorphes et on a 

dim£(D)-l = dim V, 



k=l j=2 Jb l 



deg V — rang Al, 



ou 



M 



(LA la - 4^; - 4^; - 



\f bg vï i bg vî ... / b9 ^ i+i / b9 % 2 ... / b9 ^ 2+i ... / 6 „^ +i y 

est la matrice dont le nombre de lignes est g et le nombre de colonnes est 
deg V. Notons que 

rang A4 = Nombre de colonnes — Nombre de relations entre ces colonnes , 
= deg V — dim V, 

= degP-dim£(P) + l. (6.4) 

Calculons maintenant le rang de A4 d'une autre façon. Soit (u>i, ■■■,co g ) une 
base orthonormée de f^pT). Au voisinage de Pk, la forme u s admet un dé- 
veloppement en série de Taylor, 



Posons (p s = Jq uj s et soit X* la représentation normale de la surface de 
Riemann X. Notons que si r G a,-, alors il est identifié à r* G aj 1 , d'où 



Jb, 



UJ S . 

'3 
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De même, si r G bj, alors il est identifié à r* G b- 1 et 



:( T *) = <fs(r) + / U) s . 

J a. 



On a 



<P*Vk 



S 

JdX* 

= J2[ [ ^ + / vsv% + / 

j = l \ Ja J Jb 3 Ja j 1 

-t(- 



J Jb- 1 ' ^ 



J' = l 
9 



% + "s Vk 



j'=i 



53w s (aj)ï7fc(6j), 
j'=i 



Or 



/ 

JdX* 



VsVk 



= 2iri R és Pk (VsVk) , 



= 2vn- 



s,n— 2 



n — 1 ' 

donc d'après (6.5), la matrice M. a comme coefficient 



^6. n - i 



Dès lors 



ou 



detM = CdetW, 



C = (2ttï) (Tri)... (2m). 



27rA f 2m\ 



- ■ 



n 2 J "' \n m J ' 



- 



est une constante et 



M. 



A/" = 



«1,1 



«l,m-l «1,0 



«2,0 «2,1 ••• «2,ni-l «2,0 



„1 „\ 



1,T12 — 1 
2 

2,712-1 



«^n - 
«2"n - 



\ «g,0 «g,l ••• «g,m-l «g,0 "■ a g,n 2 -l 



a 



m 

9,iim.- 
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Calculons maintenant la dimension de l'espace C(K — T>) ou ce qui revient au 
même de l'espace X(— V), i.e., celui des formes différentielles méromorphes u> 
qui s'annulent rik fois au point pk- On a 

9 a 

u = j2 x s^s = Ys x * Ko + + a *V 2 + • • • ) dr - 

S=l 8 = 1 

Pour que u s'annule fois au point pk, il faut que les n& premiers termes 
dans l'expression ci-dessus soient nulles. Dès lors, 

(X 1 ,...,X g ).Af = 0, 

tandis que la dimension de C{K — V) coincide avec celle de l'ensemble de 
(Xi, ...,X g ) tel que : oj = YH=i X s^s s'annule Uk fois au point pk, i.e., 

dim L{K — V) = g — rang Af, 
= g — rang A4. 

D'où 

rang A4 — g — dim C(K — V), 
et en tenant compte de (6.4), on obtient finalement 

dim CiV) - dim C(K - V) = deg V - g + 1. 

Étape 2 : La preuve donnée dans l'étape 1 est valable pour tout diviseur 
linéairement équivalent à un diviseur positif étant donné que dim£(D), 
dim£(i^ — V) (ou dimX(— V)) et deg V ne seront pas affectés. 
Etape 3 : Soit / une fonction méromorphe, T> un diviseur positif et posons 

v = (f) + v , 

autrement dit, V et V sont linéairement équivalents. Nous avons les asser- 
tions suivantes : 

(i) dim £(£>') = dim£(£> ). 

(ii) dim C(K - V) = dim C(K - V ) . 

(iii) deg V = deg V . 

qui découlent immédiatement de la proposition 5.3. Envisageons maintenant 
les différents cas possibles : 

l re cas : dim£(£>) > 0. Soit /„ G C(V), d'où (/ ) +V > 0, et 

dim £((/ ) + V) - dim C(K — (/ ) -V) = deg ((/„) + V) - g + 1, 
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dim £(P) - dim C(K - P) = deg P - g + 1. 



2 eme cas : dim£(P) = et dim£(_ft' — P) 7^ 0. En appliquant la formule 
ci-dessus à K — P, on obtient 



Pour la suite, on aura besoin du résultat intéressant suivant : Pour tout 
diviseur canonique K sur une surface de Riemann compacte X, on a 



où g est le genre de X. En effet, en posant V = K dans la formule (6.1), on 
obtient 

dim£(P) - dim£(0) = deg P - g + 1. 
Or £(0) = C, donc dim£(0) = 1 et on a 

deg K = g + dim C(K) -2. 

Par ailleurs, en posant V = dans la formule (6.1), on obtient 

dim£(0) - dim C(K) = deg - g + 1, 

d'où dim£(fr) = # et par conséquent deg K = 2g — 2. Ceci achève la preuve 
du résultat annoncé. Pour terminer la preuve du 2 eme cas, on utilise ce ré- 
sultat et la formule (6.6), on obtient 



3 eme cas : dim£(D) = dim C(K — V) = 0. Pour ce cas, on doit montrer 
que : deg T> — g — 1. Pour cela, considérons deux diviseurs positifs T>i et V 2 
n'ayant aucun point en commun et posons T> = T>i — V 2 . On a 



dim C(K -V)- dim£(£>) = deg(K -V)-g + l. 



(6.6) 



deg K = 2g - 2. 



(6.7) 



dim£(K - P) - dim£(£>) = -deg V + g - 1. 



deg P = deg Pi — deg P 



'2, 



et 



dim£(P) > deg Pi -0+1, 

= degP+ deg P 2 - g + 1, 



î.e., 



deg P 2 - dim£(Pi) < deg P + - 1. 
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Or 

deg V 2 - dim £(£>!) > 0, 

car sinon il existe une fonction / G C(T>i) qui s'annule en tout point de V 2 , 
donc deg T> < g — 1. En appliquant le même raisonnement â K — V, on 
obtient deg (K — V) < g — 1. Comme deg K = 2g — 2 (voir (6.7)), alors 
deg T> > g — 1. Finalement, deg X> = # — 1, ce qui achève la démonstration 
du théorème. □ 

Remarque 6.1 La formule (6.1) peut s'écrire sous la forme suivante : 

dim#°(X, O v ) - <\\mH\X, O v ) = degV-g + 1. 

En introduisant la caractéristique d'Euler-Poincaré : 

Xip) = dimC(V) - dim J(-P) = dim#°(X, O v ) - dimH^X, O v ), 

pour un diviseur T> sur une surface de Riemann X de genre g, le théorème 
de Riemann-Roch s 'écrit 

X iV) = degV-g + l. 

Remarque 6.2 Le théorème de Riemann-Roch se démontre rapidement si 
on utilise des théories encore plus poussées : la dualité de Kodaira-Serre et 
autres techniques (voir par exemple [9] ou [18]). En effet, notons tout d'abord 
que K — V est le diviseur correspondant au fibré K (g) C{T>)* où C* est le dual 
du fibré C Les dimensions des espaces H°(X,K (g) £(£>)*) et H l (X,C(V)) 
sont égales puisque H°(X, K <g> C(T>)*) est dual de iï 1 (X, C{T>)) en vertu de 
la dualité de Kodaira-Serre. 

Remarque 6.3 On sait que toute fonction holomorphe sur une surface de 
Riemann compacte X est constante. Une question se pose : Que se passe t-il 
dans le cas des fonctions méromorphes ? La réponse découle du théorème de 
Riemann-Roch. Plus précisément, si p est un point quelconque de X , on peut 
trouver une fonction méromorphe non constante, holomorphe sur X\{p} et 
ayant un pôle d'ordre inférieur ou égal à g+1 enp. De même, on montre qu'il 
existe sur X des formes différentielles holomorphes non nulles, qui s'annulent 
en au moins un point. 

Remarque 6.4 Soient (ui,...,u g ) une base de f2 1 (X). Soit (U,r) une carte 
locale en p G X avec r(p) = 0. // existe des fonctions fj holomorphes sur U 
telles que : Uj = fj(r)dr. Le wronskien de U\, ...,u g est défini par le déter- 
minant 

W T (u u u g ) = W(f u f g ) = det (ff 

V J / l<j,k<g 
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On dit que p est un point de Weierstrass si W T (ui, u g ) s'annule. Dans 
le cas où p est un point de Weierstrass alors on peut trouver une fonction 
méromorphe sur X ayant un pôle unique d'ordre inférieur ou égal au genre g 
au point p. Une autre application du théorème de Riemann-Roch, permet de 
montrer l'existence d'une suite de g entiers : 1 = ri\ < ri2 < ... < 2g, g > 1, 
pour lesquels il n'existe aucune fonction holomorphe sur X \ p, p G X , et 
ayant un pôle en p d'ordre exactement rij. On montre que p est un point de 
Weierstrass si et seulement si la suite des rij est distincte de {1,2, ...,<?}. 

7 La formule de Riemann-Hurwitz 

Nous donnons une preuve analytique de l'importante formule de Riemann- 
Hurwitz. Elle exprime le genre d'une surface de Riemann à l'aide du nombre 
de ses points de ramifications et du nombre de ses feuillets. Nous montrons 
que cette formule fournit un moyen efficace pour déterminer le genre d'une 
surface de Riemann donnée. Quelques exemples intéressants seront étudiés. 

Soient X et F deux surfaces de Riemann compactes connexes et soit / 
une application holomorphe non constante de X dans Y. Notons que / est 
un revêtement, Le., un morphisme surjectif fini. Pour tout point p G X, il 
existe une carte ip (resp. ip) de X (resp. Y) centrée en p (resp. f(p)) telles 
que : /^(t) = r", où n est un entier strictement positif. L'entier n — 1 
s'appelle indice de ramification de / au point p et on le note Vf(p). Lorsque 
Vf(p) est strictement positif, alors on dit que p est un point de ramification 
(ou de branchement) de /. Une condition nécessaire et suffisante pour que p 
soit un point de ramification de / est que le rang de / en p soit nul. L'image 
J des points de ramifications de / ainsi que que son image réciproque / sont 
fermés et discrets. La restriction de / à X \ I est un revêtement de Y \ J 
dont le nombre de feuillets est le degré de l'application / et on a 

pef-Hq) 

Théorème 7.1 (Formule de Riemann-Hurwitz) . Soient X et Y deux sur- 
faces de Riemann compactes de genre g(X) et g{Y) respectivement. Soit f 
une application holomorphe non constante de X dans Y. Alors 

g (X) = m(g(Y)-l) + l + ^, 

où m est le degré de f et V est la somme des indices de ramification de f 
aux différents points de X . 
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Démonstration : Soit / : X — ► Y, une application holomorphe non constante 
de degré m. Soit ou (resp. 77) une forme différentielle méromorphe non nulle 
sur Y (resp. X). Soit r (resp. v) un paramètre local sur X (resp. Y) et 
supposons que : v = /(r). En désignant par eu = h(v)dv, la forme différentielle 
méromorphe sur Y, alors forme différentielle 77 sur X s'écrit en terme de r 
sous la forme, 77 = h(f {r)) f {j)dr . Nous allons voir que cette dernière est 
aussi méromorphe. Notons que si on remplace r par t±, avec r = w(ti), alors 
en terme de T\ l'application / s'écrit v = (/oiy)(n), et donc nous attribuons 
à T\ l'expression h(f (w(ti))) f \w(t\))w' '(ri)dri ce qui montre que 77 est une 
forme différentielle méromorphe. On peut supposer que r s'annule en p G X 
et que tj s'annule en f(p). Dès lors, v = r Vf(j> ^ +1 où V)(p) est l'indice de 
ramification de / au point p. Par conséquent, 

ovd p r] = (V f (p) + 1) ord /(p) w + V f (p), 

et 

Yl ord ^ = S^/^) + X ) ord /(p)^ + V ' 
où = Xlpex Kf(?0- D'après la formule 6.7, on a 

OTd pV = 2g(X) - 2, 

v&x 

et 

^(V> (p) + 1) ord /(p) w = ord /(p) cj, 
pex P ex,v f (p)=o 

= ^^m. ordgCJ, 
= m(2g(Y)-2). 

Par conséquent, 

2g(X) - 2 = m(2<?(y) -2) + V, 

ce qui achève la preuve du théorème. □ 

Une des conséquences les plus intéressantes de la formule de Riemann- 
Hurwitz est de donner un moyen efficace de calculer le genre d'une surface 
de Riemann donnée. 

Exemple 7.1 Un cas particulier important est représenté par les courbes 
hyperelliptiques X de genre g(X) d'équations 

n 
3=1 
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où p n (z) est un polynôme sans racines multiples, i.e., tous les Zj sont dis- 
tincts. Notons que 

f:X — > Y = ¥\C) = C U {oo}, 

est un revêtement double ramifié le long des points Zj . Chaque Zj est ramifié 
d'indice 1 et en outre le point à l'infini oo est ramifié si et seulement si n est 
impair. D 'après la formule de Riemann-Hurwitz, on a 

g(X) = m(g(Y) - 1) + 1 + ^, 

= 2(o-i) + i + i£V/(p)» 

où E (^^) désigne la partie entière de . Les courbes hyperelliptiques 

de genre g sont associées aux équations de la forme : w 2 = p2 9 +i(z), ou 
w 2 = p2g+2(z), (selon que le point à l'infini oo est un point de branchement 
ou non) avec p2 9 +i(z) et P2 g +2(z) des polynômes sans racines multiples. 

Exemple 7.2 Déterminons le genre g de la surface de Riemann X associée 
à l'équation : 

F(w, z) = w 3 + p 2 (z)w 2 + Pa{z)w + pq(z) = 0, 
où Pj(z) désigne un polynôme de degré j. On procède comme suit : on a 
F(w, z) = w 3 + az 2 w 2 + bz 4 w + cz 6 + termes d'ordre inférieur, 

3 

= [z + ctjZ 2 ) + termes d'ordre inférieur. 

3=1 

Considérons F comme un revêtement par rapport à z et cherchons ce qui ce 
passe quand z y oo. On a 

Hoo = -2P-2Q-2R, 
(z)oo = -P-Q-R. 

Posons t — -, d'où 

F(w, z) = ^(t 6 z 3 + at 4 z 2 + bt 2 z + c) + • • • . 
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Ceci suggère le changement de cartes suivant : 

(w, z) i — > (( = t 2 w, t — — 



On a 

dF 

dw 



= 3w + 2p 2 (z)w + Pa(z), 

= 3w 2 + 2az 2 w + bz 4 + ■ ■ ■ , 
3C 2 2a( b 

l r + l r + ¥ + "' 

La fonction |^ étant méromorphe sur la surface de Riemann X , alors Le 
nombre de zéros de cette fonction coincide avec celui de ses pôles. Comme 

dF '- -4P, 



dw 

dF 

dw 



Q 



R 

dF s 

dw 

dF 



-4R, 
-A(P + Q + R), 



alors le nombre de zéros de |^ dans la partie affine X \ {P, Q, R} est égal à 
8, et d'après la formule de Riemann- Hurwitz, on a g(X) = 4. 

Exemple 7.3 Calculons le genre de la surface de Riemann X associée au 
polynôme : 

4 4 i 
W = Z — 1. 

Lci, on a quatre feuillets. Les points de ramifications à distance finie sont 
1, —1, i et —i. On note que z = oo n'est pas un point de ramification. L 'indice 
de ramification étant égal à 12, alors d'après la formule de Riemann- Hurwitz, 
le genre de la surface de Riemann en question est égal à 3. 

Exemple 7.4 Considérons la courbe de Fermât X associée à l'équation : 

w n + z n = l, n>2. 

Ici on a un revêtement de degré n. Chaque racine n eme de l'unité est ramifié 
d'indice n—1 tandis que le point à l'infini oo n'est pas un point de ramification 
et par conséquent 

g(x) = („-!)(„ -2) 
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L'équation de Fermât : 

u n + v n = w n , 

(avec w = ^, z = ^) étant de genre > 1 pour n > 3, elle n'admet donc qu'un 
nombre fini de solutions. Ce fut une des pistes utilisées par A. Wiles pour 
prouver le grand théorème de Fermât : pour n > 3 cette équation n'a pas de 
solution non triviale. 



8 Le théorème d'Abel 

Théorème 8.1 Soient p±, ...,p m ,qi, ...q m des points de X. Alors les deux 
conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) Il existe une fonction méromorphe f telle que : 

m m 

(f) = x^~x^- 

3=1 j=l 

(ii) Il existe un chemin fermé 7 tel que : 




Démonstration : Montrons que : (i) (ii). Soit / une fonction méromorphe 
sur X et soit u = dlogf G fi^X). Posons <p(p) = JJ q ou. Nous allons calculer 
J dx , fdlogf où X* est la représentation normale de X. D'après le théorème 
des résidus, on a 

/ <fid\ogf = 2?r VRés ((pdlogf). 

JdX* 

Notons que puisque la fonction ip est holomorphe, elle n'a donc pas de pôles 
et par conséquent pour calculer le résidu de (pdlogf sur X*, il suffit de 
déterminer les pôles de dlogf . Par hypothèse, la fonction / est méromorphe. 
Donc on a au voisinage d'un pôle r d'ordre m, 

f(z) = {z-r) m g(z), m>0, 

et au voisinage d'un zéro r d'ordre m, 

f(z) = (z-r) m g(z), m<0, 

avec g(z) une fonction holomorphe au voisinage de r et telle que : g(r) 7^ 0. 
On a 

log f = m log(z — r) + log g(z), 
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et 

,. . m g'(z) 

dio g / = + ~ri- 

z-r g{z) 

Notons que dlogf a des pôles aux zéros et aux pôles de /. Dès lors, 

Rés (ipdlogf) = (p(rj).rrij, 

où Tj est un pôle ou un zéro de / avec le signe positif ou négatif suivant 
que Tj est un zéro ou un pôle de / tandis que les entiers rrij désignent la 
multiplicité de rj. Donc 

/ pdlogf = 27rV^(r j ).m j , 
Jax* 

m fqj 



m 

= 2n 

' j= i J Pi 



en vertu de la définition de <p, rj et rrij. Calculons cette intégrale d'une 
autre manière. En raisonnant comme dans la preuve de la première relation 
bilinéaire de Riemann (théorème 4.1), on obtient 

/ <fid\ogf = W W / dlogf -u(b m ) dlogf). 

JdX* m=1 V Jb m Ja m / 

[ dlogf (z) = [ dlog\f(z)\+i f d(arg/(z)), 

J bm J bm J bm 



On a 



' b„ 

= 2iria m , a rn E Z, 



et de même 



/ dlogf (z) = 2irip m , (3 m eZ. 

J a m 

D'où 

r 9 

(pdlogf = 2iri ^2 (a m uj(a m ) - f3 m uj(b m )) . 



d X * m=l 



Posons 7 = ^2(a m a m - (3 m b m ), d'où 



m=l 



/ (fdlogf = 2-ïïi \ iv. 

JdX* J-y 
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En comparant avec (8.1), on obtient 

n III, n 



LU. 



3 =l J Pj 

Montrons maintenant que : (ii) (i). Soient pi, ...,p m , çi, ...q m des points 
de X et 7 un chemin fermé tel que : 

k 

■ /'" / 

LU. 

3 = ' 

Montrons qu'il existe une fonction méromorphe telle que : 



j=i Jpj A 



3=1 3=1 

Rappelons (analyse harmonique) que pour tout p, q G X, il existe une diffé- 
rentielle méromorphe rj sur X ayant des pôles simples en p, q et telle que : 
RéSpi] = 1, Rês q r] = —1. On en déduit que si p±, ...,p n G X et c±, ...,c n G C 
avec YTj=i c j = 0) alors il existe une différentielle méromorphe rj sur X ayant 
des pôles simples en pj et telle que : Rés PJ ?7 = c 3 - et J rj — 0. En effet, soient 

Pi, ■■■iPn ^X,qeX,q^pjl<j<net Ci, c n G C avec YTj=i c j = 0- On 
peut trouver des différentielles méromorphes rjj sur X ayant des pôles simples 
en pj, q et telles que : Rés P jT}j = 1 et Rés q r)j = —1. La forme différentielle 
Ai = YTj=i c jVj a des pôles simples en pj avec Rés Pj Ai = Cj mais n'a pas de 

pôles en q avec Rés g Ai = (—1) (Y™ =1 Cjj = 0. Soit (lui, ...,lu 9 ) une base de 
différentielles holomorphes sur X et considérons la forme différentielle 

9 

A 2 = Ai + ^2a k u k , 

k=l 

où «i, ...,a g sont des constantes à déterminer. On ajoute à Ai une forme 
différentielle holomorphe, on ne change donc rien à ses pôles qui sont simples 
ni à ses résidus. Il reste à montrer que : f A2 = ou ce qui revient au même 
à déterminer les constantes «i, a g telles que : 

9 

Ai • £"/.• / u k = 0. 



/ Ai + £a fc / 

Jaj k=1 Ja 



Ceci revient à résoudre le système de g équations à g inconnues suivant : 



(L-i •■ 


■ L U 9 \ 




( 






' fa„ U 9 ) 


\ a 9 ) 


\ 


~ k Ai j 
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Notons que la matrice à gauche est la transposée de la matrice E intervenant 
dans la définition de la matrice des périodes (définition 4.2). D'après la pro- 
position 4.5, la matrice E est inversible, donc sa matrice transposée aussi et 
par conséquent le système ci-dessus admet une solution pour laquelle À2 est 
le r] cherché. Revenons maintenant au diviseur 

m m 

3=1 3=1 

et notons que l'on peut l'écrire sous la forme 

n 

V = CjPj, n < m, Cj G Z; 
3=1 

il surfit de regrouper les pj et q 3 - qui sont les mêmes. La somme des coefficients 
n'a pas changé ; elle valait m.l + m(— 1) = 0, donc Y^=i c j = 0- D'après ce 
qui précède, il existe une différentielle méromorphe rj sur X ayant des pôles 
simples aux points pj et telle que : Rés P jf] = Cj et j a = 0. Soit (u>i, ■■■,co g ) une 

base orthonormée de f2 x (X) et posons (pj(p) = f^^j- En raisonnant comme 
dans la preuve de la première relation bilinéaire de Riemann (théorème 4.1), 
on obtient 

9 

^ {ujj{a m )r]b m - Uj(b m )ria m ) , 

m=l 

52( [ [ V- [ "j [ v), 

/ V, 

Jbj 

V(bj), (8.2) 
0. D'un autre côté, on a 

n 

(Pj-rj = 2-rci ^ Rés Pk ((f k r]). 
k=l 

En utilisant un raisonnement similaire à celui fait précédemment pour mon- 
trer que (i) =>- (ii), on obtient 

n 

ipjT) = 2ni^2c k ip j (p k ). 
k=l 



dX* 



car L m ^ = S ™j et f 77 



/ 

JdX* 




54 



En tenant compte des définitions de (fj, p k et c k , on obtient 

r n n 

JdX* k=1 Jpo 

k=l Jqk 



= 2ni > / LVj, 



rPk 
'Qk 

= 2ni I ujj. 

J 'y 

En comparant cette dernière expression avec celle obtenue dans (8.2), on 
obtient 

r)(bj) — / rj — 2ni \ uj. 

Jbj J'y 

Comme 7 est un chemin fermé, il peut s'écrire sous la forme 

9 9 
' m i a i + Yl '"'/- A- 



Dès lors, 



Jb h 



" u k + m g+j I uj k ] , 



2ni | rrij / 

j=i V 

2m \m k + Y m g+j u k \ , 
2m | m k + Y^ m g+j / 00 j 1 ; car ^ es t symétrique , 

V j=l ) 



2ixi ( m k + y^ j m g+j uj j (b k ) 



Posons 



6 = r] - 2ni Y m 9+j UJ j( b k)- 
j'=i 

La forme différentielle X)f=i m g+j u} j^Pk) étant holomorphe, on en déduit que 
6 (comme 77) est une différentielle méromorphe ayant des pôles simples en p 3 - 
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et dont les résidus sont Rés Pj 9 = Cj G Z. En outre, on a 
/ = 0(b k ), 

9 

= r}(b k ) - 2ni^m g+j uj j (b k ), 



3=1 

9 



2m I m k + ^2 i m g+j uj j (b k ) ) - 2-Ki^m g+j u; j (b k ), 

V i=i / j=i 

2nim k , 



et 



/ 6 = 0(a k ), 

Ja k 



= r}(a k ) - 2ni^2m g+j u; j (a k ), 

3=1 

= 2nim k , 

car r)(a k ) = f ak rj = et ujj(a k ) = f a ^ cuj = 5 k j = 0. Donc l'intégrale de le 
long de tout chemin fermé est définie à un multiple entier de 2ni près. La 
fonction que l'on cherche à déterminer est 

f(p) — e ^ P0 9 ■ 

En effet, cette fonction est bien définie et nous allons voir qu'elle est méro- 
morphe et que 

m m 

(f) = J2^~J2Pr 

3=1 3=1 

En effet, au voisinage de pj, on a 

0= Çf + g(t))dt, 

où g(t) est une fonction holomorphe et 
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où G(t) est une fonction holomorphe. On en déduit que suivant le signe de 
Cj, Pj est un zéro ou un pôle de / d'ordre \cj\. Finalement, on a 



(/) 



3=1 

m 



3=1 3=1 

et le théorème est démontré. □ 

On désigne par Lq ou tout simplement L le réseau dans C 9 défini par le 
Z-module 

l = z 9 ®nz 9 , 



ou encore 




V 



m, 



: fc j , m j G Z > , 



i.e., le sous-groupe de C 9 engendré par les vecteurs colonnes de la matrice 
des périodes de Q. 

Définition 8.2 L'espace quotient C 9 /L, s'appelle variété jacobienne de X 
et on le désigne par Jac(X). 

La variété jacobienne de X, est un tore complexe de dimension g. En 
effet, en utilisant la suite exponentielle exacte de faisceaux 







z 



o, 



où Ox est le faisceau des fonctions holomorphes sur C, O x est le faisceau des 
fonctions holomorphes ne s'annulant pas sur X , i est l'inclusion triviale et 
exp est l'application exponentielle exp / = e 27rv/ ~^ ainsi que la dualité (voir 
par exemple [9] ou [18]), on montre que 

Jac{X) = H 1 {X,O x )/H 1 {X,Z), 

~ H^X^/H 1 ^), 

~ H^X^Y/H^Z), 

~ C 9 /Z 29 . 
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Remarque 8.1 SoitV = Y^j=i n jQj e Div (X), p G X , fixé et soit (u>i, uj g ) 
une base de différentielles holomorphes sur X. L'application 



/ m . qj rn q 

ip : Div (X) — > Jac(X), V i — > \^^ n j / u;i, / 

\.7=1 ^ P .7 = 1 ^ P 



wi,...,2^nj / 

est (fâe "application d'Abel-Jacobi". Dans le cas particulier où 



U 9 | ' 



2> = 2>i-2>2 = X>-Z>* 

/a condition (i) signifie que T> G Div°(X) ou encore V>\ est équivalente à T> 2 . 
La condition (ii) peut s'écrire sous une forme condensée, 



Va; G fi 1 (A"), / * u = lu. 
Notons que la condition (ii) peut encore s'écrire sous la forme 

/m m -g. \ 

\j=l ^ j=l J W / 

awec </? l'application définie par ip : Div°(X) — >■ Jac(X). 



9 Le problème d'inversion de Jacobi 

Avant tout nous avons besoin d'un résultat qui découle du théorème de 
Riemann-Roch. 

Proposition 9.1 Soit V un diviseur positif sur une surface de Riemann 
compacte X de genre g > 0. Alors 

a) dim 1(-V) > g - deg V. 

b) Pour tout p G X, on a dimX(— p) < g — 1. Autrement dit, il existe une 
différentielle ou holomorphe sur X telle que : oj{p) 7^ 0. 

Démonstration : a) Rappelons que les seules fonctions holomorphes sur une 
surface de Riemann compacte X sont les constantes. Donc 

£(0) = {fonctions constantes sur X} ~ C, 

et dim£(D) > 1. D'après le théorème de Riemann-Roch, on a 

dim J(-P) + deg V - g + 1 > 1, 
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ce qui implique que 

dimJ(-P) > g - deg V. 

b) Procédons par l'absurde, i.e., supposons que : \/uj G fi 1 (X), uj{p) = 0. 
Donc dimX(— p) = g et en vertu du théorème de Riemann-Roch, on a 

dim£(X>) = dimX(— p) + deg p — g + 1 = 2. 

D'où C(p) = {1, /} où / est une fonction méromorphe non constante (ayant 
au plus un pôle simple en p) telle que : (/) > —p. La fonction / : X — > P 1 (C) 
n'a pas de points de branchements et la surface X peut être vue comme étant 
un revêtement non ramifié de P 1 (C), deg / = 1, ce qui implique que X ~ 
P 1 (C). Ceci est absurde puisque g(X) > par hypothèse et (?(P 1 (C)) = 0, ce 
qui achève la démonstration. □ 

Soit X une surface de Riemann compacte de genre g > 0. On note Sym d X 
l'ensemble de tous les diviseurs positifs 

d 

j=i 

de degré d sur X. On dit que Sym d X est le d ieme produit symétrique de X. 
On montre aisément que Sym d X peut-être muni d'une structure de variété 
complexe. Soit 

X d = X x . . . x X , 

k—fois 

le produit direct de X ; c'est une variété complexe. Considérons le groupe 
symétrique des permutations de {1, d}. Dès lors, pour tout a G £<z, on 
définit l'application a : X d — > X d , en posant 

a(p 1 ,...,p d ) = (p ai ,-,P„ d ), 

où <7i, ...,<r d désignent les fonctions symétriques élémentaires. Cette applica- 
tion est biholomorphe, d'où C Aut (X d ), i.e., peut-être vu comme 
étant un sous groupe du groupe des automorphismes de X d . Notons que 
Sym d X hérite de X d d'une structure d'espace topologique. Dès lors, l'es- 
pace quotient Sym d X = X d /Y>d est un espace séparé compact. La projection 
7r : X d — > Sym d X munit Sym d X d'une structure de variété complexe. En 
effet, soit pj G X , V = ^Pj G Sym d X, pj ^ p k . Autour de chaque pj, on 
choisit un système de coordonnées locales (Uj,zj) dans X. On suppose que 
pour pj pk, on a Uj H Uk ^ et que pour pj = pt, on a Zj = z k dans 
Uj = Uk- L'application 

J2 q i ' — ' ( a i( z i(<7i))> ■■■^d(z j (q j ))) , 
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détermine, d'après le théorème fondamental d'algèbre, une carte locale sur 
tt(Ui x...xUd) C Sym d X. En dehors des points de branchements de la surface, 
l'application n est un revêtemnt et on peut prendre (zi(pi)), Zdipdj) comme 
coordonnées autour de V G Sym d X. Autour d'un point d.p, l'ensemble 

(Zi + ... + Z d , ...,Z!...Z d ), 

forme un système de coordonnées locales. 
Théorème 9.2 Soit 

ip g : SymPX — > Jac(X), V \ — > <£ g (V) = (yj —■> j ^ > 

l'application d'Abel-Jacobi restreinte à l'espace SymPX où (uj\, ...,co g ) est une 
base normalisée de Q 1 (X). Alors 

a) L'application f g est bien définie. 

b) L 'application cp g est injective. 

c) L'application (p g est surjective. Si T>\ est un diviseur positif de degré g, 
alors, pour tout (s\, . . . , s g ) G C 9 , il existe un diviseur T>2 positif de degré g 
tel que : 

LU = S k . 



L'application ip : Div °(X) — > Jac(X), est surjective. (Problème d'inversion 
de Jacobi). 

Démonstration : a) Montrons que l'application ip g est bien définie. Autrement 
dit, montrons que deux éléments équivalents dans Sym 9 X, sont envoyés sur 
deux éléments équivalents dans C 9 /L. Soient donc T>i et V 2 deux diviseurs 
équivalents dans Sym 9 X et 7 un chemin fermé sur X. D'après le théorème 
d'Abel et la remarque 8.1, on a 

LOI,..., Lû g \ - ( LOI,..., UJ g \ = (/ Wi, / UJ g 

Jo 1 \Jo Jo ' KJv! Jvi 

Ul,..., j UJg 

et il suffit de montrer que j^ujj G L, 1 < j < g. Le chemin 7 étant fermé, on 
peut donc l'écrire sous la forme suivante : 

9 

k=l 
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où (ai, ... , a g , 61, ... , b g ) est une base de cycles dans le groupe d'homologie 
Hx (X,Z). Dès lors 



/ U 3 = ( ° k / ^ + & / ^ J 

J'y fc =1 V ^a fe Jb k J 



1<J<9- 



Nous avons montré précédemment que la matrice f2 des périodes de X peut 
s'écrire sous la forme 



Cl = (E, F), (définition 4.2), 

= (I,Z), Z = E- 1 F, (proposition 4.6), 

/ 1 ■ • ■ U 2 \ 



\o 1 lu x J b 



' °g 



D'où 



U n 



g f 

fc=i 



1<3<9, 



ce qui montre que J Uj G L. 

6) Montrons que l'application (p g est injective. Autrement dit, montrons que 
si deux diviseurs T>i et T> 2 sont envoyés sur des points équivalents, alors 

V 1 ~ V 2 . Soit [f® 1 u-l, fç 1 u g ) l'image de V 1 et (j^ 2 u x , /J 

celui de r> 2 - Ces images étant équivalentes, alors 



PX>2 



©2 



X> 2 
2?! 



w 9 ) e i, 



7 Rappelons que si un réseau L de g points dans M? est défini par les vecteurs c%, c g 
rapportés à l'origine, alors dire qu'un point {x\, ...,x g ) € L, cela signifie que (x\, ...,x g ) = 
P1C1 + ...+ PgCg, (J3i, Pg € Z) ou encore en terme de composantes (cji, c JS ) du vecteur 
Cj, 1 < i < 5, il faut que : rr, = 2fe=i PkCkj, 1 < J < 5- Ici, nous avons un réseau de 2g 
points dans C 9 dont les g premiers sont les vecteurs unités. Donc dire que f Uj £ L, cela 

a o + ELi hckj, 1 < 3 < 9 et il 



est équivaut du point de vue des composantes à J u/j 



suffit de choisir Ckj = J b u)j. 
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T> 2 



UJj = (Xj 



et dès lors 

g 

+ ^ PkCkj, 
k=l 

9 9 

fc=i fe=i 

fc=l ■'"fc fc=l 



ou 

7 = ^ (a fc a fc + /3 fc & fc ) , (a k , fi k e Z) , 

k=l 

est un chemin fermé et ne dépend pas de j. Par conséquent, pour tout ou, on 
a 



(Xi J ') ^ 



et d'après le théorème d'Abel, X>i ~ V 2 . 

c) La preuve va se faire en plusieurs étapes : 

Étape 1 : Soit (u>i, u g ) une base normalisée de ft 1 (X) et choisissons un 
diviseur positif V sur X de degré g tel que : (u>j(pj)) ^ 0, où pj G X et 
1 < j < f?. Nous verrons ci-dessous que ce choix est toujours possible et on 
dira que "V est général". On veut montrer qu'il existe un diviseur positif V 2 
de degré g tel que : 



L 



T> 2 

UJ k = S k . 



>T>L 

Ceci est équivalent à montrer l'existence du diviseur V ci-dessus tel que : 



r 

Jv 



T> 2 

Vk = t k , V(tl, tg) G C 9 . 



En effet, on a 



d'où 



pT>2 pT> rT>2 

Sk= U k = UJ k + OJk, 



V 2 pV 

^k = Sk — I ^k = t k . 
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Étape 2 : Montrons que les conditions suivantes sont équivalentes, 

(i) V est général. 

(ii) dim£(P) = l. 

(iii) dimX(-X>) = 0. 

On a, (ii) •<==>- (iii). En effet, d'après le théorème de Riemann-Roch, on a 

dim£(£>) = dim J(-P) + deg V - g + 1. 

Or deg V = g, donc dim£(D) = 1 si et seulement si dimX(— V) = 0. Mon- 
trons maintenant que (i) •<==>- (iii) ou ce qui revient au même non (i) 
non (iii). En effet, non (iii) signifie que dimX(— T>) ^ 0, Le., il existe une 
forme différentielle u holomorphe telle que : (uj) > T>. Autrement dit, pour 
tous pi, ...,p g G V, on peut trouver des coefficients Ci, c g tels que : 



uj = 

k=i 



^2c k uj k (pj), l<j<g, 



où (u>i, ujg) est une base de fl 1 (X). Les coefficients ci,...,c g existent si et 
seulement si ce système homogène de g équations à g inconnues possède une 
solution non triviale. Autrement dit si et seulement si 



det 



( wi(pi) ••• wi(pi) \ 

; ■■. ; =o, 

V UgiPg) ■ ■ ■ UgiPg) ) 



ou encore si et seulement si la condition (i) n'est pas satisfaite. 
Étape 3 : Pour montrer que le diviseur V est général, il suffit donc de prouver 
que l'une des conditions (ii) ou (iii) mentionnée dans l'étape 2, est satisfaite. 
D'après la proposition 9.1, on a 

dimT(-pi) = g - 1, 

ce qui montre qu'il existe p 2 G X tel que : 1(—p\ — P2) C I(—pi) et 

dim J(-pi -p 2 ) = g - 2. 

De même, il existe p 3 el tel que : I(—pi — P2 — Pz) C 1(—pi — Pi) et 

dim X(-pi - p 2 - p 3 ) = 9 ~ 3. 
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Et ainsi de suite, on peut trouver p g G X tel que : T{—pi — p 2 — ... — p g ) C 
l(-pi -p 2 - ■■■ -Pg-i) et 

dim J(-pi -p 2 - ... - p g ) = 0, 

i.e., dimT(— P) = et nous avons montré dans l'étape 2 ci-dessus que ceci 
est équivalent à dim£(V) = 1 et aussi à î> est général. 
Etape 4 : Il reste à prouver qu'il existe V 2 tel que : 



T>2 



uj k = t k , 1 < k < g. 



v 



Posons 



V 



3=1 
9 

3=1 



et considérons la fonction 
f(p) = 



(/i(p),-,/,(p)), 

9 . Pj 9 

E/ ^>->E 



j=l J P°i 

tl tg 

n n 



9 / ' 



(9.1) 



où p = (pi, ...,p g ). Notons que nous avons remplacé t& par ^ où n est un 
entier suffisamment grand. D'après le théorème des fonctions implicites, on 
peut déterminer p explicitement car la matrice jacobienne 



dp k 



( Ui(pi) ■ ■ ■ U) X {pi) \ 



\ Ug(Pg 



M ) 



est inversible d'après la définition du diviseur V. D'après (9.1), on a 



fkip) = -, 1 < k < g 
n 



s pour être sur de travailler dans un voisinage assez petit 
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et 



9 çpj 

fk(p) = 2^ / UJk ' 1 ^ k ^9, 

„-_i Jvn-i 



d'où 

fX>2 /-£>3 



n / LO k = t k = I Ld k . 
IV Jv 

On doit donc trouver un diviseur V 3 tel que : 

t> 2 r v 3 



n uj k = uj k . 
'v Jv 

Celui-ci existe d'après le théorème d'addition^. Considérons enfin les diviseurs 
de degré de la forme V — pg où V G Sym 9 X. Ces diviseurs forment un 
ensemble que l'on note 

Sym^y = Sym 9 X — pg. 

L'application ip g étant surjective sur l'espace Sym 9 X, elle est donc aussi 
surjective sur Sym 9 F. Par conséquent, cp est surjective sur Div°(X) et la 
démonstration s'achève. □ 



10 Appendices 

10.1 Courbes elliptiques et hyperelliptiques 

Nous allons dans cet appendice construire le plus intuitivement possible 
la surface de Riemann dans le cas elliptique et hyperelliptique. 
Soit 

w 2 - P 3 (z) = 0, 

où P3 (z) est un polynôme de degré 3, ayant trois racines distinctes ei, e<i, e^. 
Considérons 

C — > C, z 1 — > w : w 2 = P 3 (z) , 

9 Théorème d'addition : Soient D\ et T>i deux diviseurs positifs de degré n, E\ un 
diviseur positif de degré g et lu G Alors, il existe un diviseur £ 2 positif de degré g 

tel que : fêl w = ïtl tjJ - 
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Il est évident que w n'est pas une fonction (uniforme). A chaque valeur de 
z correspond deux valeurs différentes de w sauf quand z — e±, z — e 2 et 
z = e 3 . En ces points, w est univaluée : en effet, on a w = ±V^M^) = 0, 
une seule valeur. Tous les points à l'infini dans toutes les directions seront 
identifiés en un seul point que l'on désigne par oo. Au point z = oo, w est 
aussi univaluée : en effet, posons z — -|, d'où 



w z = P 3 
1 



(l - (ei + e 2 + e 3 ) t + {e x e 2 + eie 3 + e 2 e 3 ) t 2 - eie 2 e 3 t 3 ) , 



t 3 



et 




Par conséquent, limw = ±00 c'est-à-dire 00, une seule valeur. 

Notre problème consiste à uniformiser w, autrement dit, on cherche un do- 
maine sur lequel w est une fonction (uniforme). Auparavant, étudions le com- 
portement de w au voisinage des racines de P%{z) = c'est-à-dire ei,e 2 ,e 3 
ainsi qu'au voisinage du point à l'infini 00. Si z décrit un circuit (c'est-à-dire 
un chemin fermé, par exemple un cercle) entourant un des points ei, e 2 , e 3 et 
00, alors w change de signe : en effet, supposons que z décrit un cercle centré 
en ei et posons z — e\ = re l6 où r est le module de z — 1\ et 6 son argument. 
Evidemment r ne change pas tandis que 9 varie de à 2n. Au voisinage de 
ei, w — P 3 (z) se comporte comme 

w = y /ï=^ = r 1 ' 2 e i0 ' 2 . 

Dès lors, pour 9 = 0, on a w = r 1 / 2 tandis que pour 9 = 2tt, on a w = — r 1 ! 2 . 
Si on refait de nouveau un tour complet autour de z = ei, l'argument 9 varie 
de 2% à An et alors on obtient r 1//2 qui est la valeur de départ. Pour z = e 2 ou 
z = e 3 , il suffit d'utiliser un raisonnement similaire au cas précédent. En ce 
qui concerne le point 00, on pose comme précédemment z = \ et on étudie 
w 2 = P 3 (|) au voisinage de t = 0. On a 

2 = 4 (l - (ei + e 2 + e 3 ) t + (eie 2 + eie 3 + e 2 e 3 ) t 2 - eie 2 e 3 t 3 ) , 



" t3 



et 



» ~ ±v? = ±r3/2 - 
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Soit t = re ld . Autour de t = 0, w = y P3 (7) se comporte comme 

W = r 3/2 = r -3/2 e -3^/2_ 

Dès lors, pour 9 = 0, on a w = r~ 3//2 et pour 9 = 2ir, on a w = — r~ 3 / 2 . 
Comme précédemment, si t refait de nouveau un tour complet, w reprend la 
valeur de départ c'est-à-dire r -3 / 2 . 

Passons maintenant à la construction du domaine sur lequel w serait une 
fonction uniforme. Cette construction se fera en plusieurs étapes : 

l ere étape : Prenons deux copies ou feuillets 0\ et a 2 du plan complexe 
compactifié C U {00} ou ce qui revient au même de la sphère de Riemann 
puisqu'ils sont homéomorphes. Plaçons le feuillet o\ au dessus de a 2 et sur 
chacun de ces feuillets marquons les points ei,e2,e3, 00. Supposons que les 
points de 0\ seront envoyés sur 

w = \/ {z - e-i) {z - e 2 ) (z-e 3 ), 

et que ceux de a 2 seront envoyés sur 

w = -y/(z- (z - e 2 ) (z - e 3 ). 

2 eme étape : Dans chaque feuillet, faisons deux coupures : une le long de 
la courbe reliant le point e\ au point e 2 et l'autre le long de la courbe reliant 
le point e3 au point 00. Désignons par Ai, B±, Ci, D\ (resp. A 2 , B 2 , C 2 , D 2 ) 
les bords des coupures dans le feuillet ai (resp. a 2 ). Rappelons que w change 
de signe lorsque l'on tourne d'un tour autour d'un des points ei,e 2 ,e3,oo. 
Donc en allant de Ai à B ± , on change le signe de w c'est-à-dire on passe sur 
l'autre feuillet, là où w a l'autre signe. De même pour les bords A 2 et B 2 , Ci 
et Di, C 2 et D 2 . Par conséquent, w a la même valeur sur Ai et B 2 , sur Bi et 
A 2 , sur Ci et D 2 et enfin sur Di et C 2 . 

3 eme étape : On identifie les bords suivants : Ai à B 2 , Bi à A 2 , Ci à D 2 
et Di à C 2 . Après recollement, on obtient un tore à un trou. 

La surface à deux feuillets obtenue s'appelle surface de Riemann elliptique 
ou courbe elliptique associée à l'équation 

w 2 = {z- ei) (z - e 2 ) (z - e 3 ) . 

Sur cette surface, w est une fonction uniforme. Lorsqu'on tourne autour d'un 
des points ei,e 2 ,e%, ou 00, on passe d'un feuillet à l'autre. En ces points les 
deux feuillets se joignent et on les appellent points de branchement ou de 
ramification de la surface. 
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Remarque 10.1 a) Si 

w 2 - P 4 (z) = 0, 

où P4 (z) est un polynôme de degré 4, ayant quatre racines distinctes ei, e2, e 3 , e 4 , 
alors on obtient aussi une courbe elliptique. Les points de branchements sont 
ei,e2,e3 et e 4 . Notons que si 

w 2 = (z- ei) (z - e 2 ) (z - e 3 ) (z - e 4 ) , 

alors la transformation 

(w,z) 1 — ► ( \,e x + - ) , 
\x 2 x J 

ramène cette équation à la forme 

y 2 = (1 + (ei - e 2 ) x) (1 + (ei - e 3 ) x) (1 + (ex - e 4 ) x) . 
b) Signalons enfin que si 

w 2 - P n (z) = 0, 

où P n (z) est un polynôme de degré n supérieur où égal à 5, ayant n racines 
distinctes, alors on obtient ce qu'on appelle surface de Riemann hyperellip- 
tique ou courbe hyperelliptique. 

10.2 Résultants et discriminants 

Soient 

m 

f(x) = a x m + a\X m ~ x H h a m = a JJ(:r - a k ), a ^ 0, 

k=i 

n 

g(x) = b x n + b 1 x n - 1 + --- + b n = boY[(x- b ^ 0, 

j'=i 

deux polynômes de degré m et n respectivement. Ici (a±, a m ) et /3 n ) 
désignent les racines des polynômes f et g respectivement. Le résultant des 
polynômes / et g, noté Rés(/, g), est le déterminant de leur matrice de Syl- 
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vester, i.e., le déterminant de la matrice carrée d'ordre (m + n) suivante : 
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ai 





















a 


ai 
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bi 
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bi 
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bi 
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Proposition 10.1 Les polynômes f et g ont un facteur commun non nul si 
et seulement si il existe deux polynômes F et G de degré strictement inférieur 
à m et n respectivement tels que : 

fG = gF. 

Démonstration : On a 



g = BgTg n 2 \..g n s % 

où A, B sont des constantes et /f 11 , /™ r , g™ 1 , g™ 3 sont des polynômes 
irréductibles. Supposons que f et g ont un facteur commun non nul, disons 
/i = g\. Considérons les polynômes 

F = — 

G — —. 



D'où 



et 



Réciproquement, on a 



9i 



deg F = deg f = m, 
deg G = deg g = n, 



01 /l 



/G = gF, 
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avec deg F < m et deg G < n. Supposons que f et g n'ont pas de facteur 
commun. Dans ce cas, puisque 

Afr/r-fr-G = b^^...^.f, 

alors pour tout j = 1, 2, r, f™ 1 doit apparaître comme facteur dans F, i.e., 
/ doit diviser F donc deg / < deg F ce qui est absurde car par hypothèse 
deg F < m. □ 

Proposition 10.2 Les polynômes f et g ont un facteur commun non nul si 
et seulement si 

Rés(f,g) = 0. 

Démonstration : D'après la proposition précédente, les polynômes f et g ont 
un facteur commun non nul si et seulement si il existe deux polynômes 

F(x) = A x m - 1 + A 1 x m - 2 + ... + A m _ u 
G(x) = B x n - 1 + B 1 x n ' 2 + ... + B n _ 1 , 

tels que : 

fG = gF, 

i.e., 

(a x m + ... + a m )(B x n - 1 + ... + B n _ 1 ) = (b x n + ... + b n )(A x m - 1 + ... + A m _i). 

On identifie les coefficients : 

x m+n ~ l : a B = b A , 

x m+n ~ 2 : a B 1 + ai B = + Mo, 

x . a m B n _i b n A m _\. 

D'où 

a B - b A = 0, 

ai-Bo + clqBx - b x A - b A 1 = 0, 

a m B n -i — b n A m ^i = 0. 
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On obtient un système linéaire homogène de (m + n) équations dont les 
inconnues sont B , B m _ 1 , A , , A n _i. Ce système admet une solution non 
triviale si et seulement si 



A = det 



/ a 

ai a 

: ai 
a m 

a m 

V o ... 



-&o 

: -bi 
o ; 

a — b n 
ai 





-&o 

-h 



a r 











\ 



-6o 
-6i 

-&„ / 



= 0. 



En mettant en évidence le signe — dans les m dernières colonnes et en tenant 
compte du fait que le déterminant de la transposée d'une matrice est le même 
que celui de la matrice initiale, on obtient 



A = ±Rés(/,<7), 



et le résultat en découle. □ 



Proposition 10.3 II existe deux polynômes F et G de degré strictement 
inférieur à m et n respectivement tels que : 

fG-gF = Rés(f,g), 

= polynôme en les coefficients de f et g, 

m n 

k=ij=i 

m 

k=l 

n 

Démonstration : Si / et g ont un facteur commun, alors d'après ce qui précède 
les polynômes F et G existent et on a 

fG-gF = = Rés(f,g). 

Si f et g n'ont pas de facteur commun, alors on cherche F et G tels que : 

fG-gF = Bé S (f,g). 
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En raisonnant comme dans la proposition précédente, on obtient un système 
non homogène ayant une solution non nulle. Autrement dit, le déterminant 
A utilisé dans la preuve de la proposition précédente est nul ou ce qui est 
équivalent f et g n'ont pas de facteur commun, ce qui est vrai par hypothèse 
et achève la démonstration. □ 

Soient ati, a m les m racines du polynôme / comptées avec multiplicité. 
Le discriminant de /, noté Disc(f), est 

Disc(f) = ^-l^Ylte-aj), 

= «r 2 n («*-«i) 2 - 

l<j<i<m 

Proposition 10.4 Le résultant de f et de son polynôme dérivé f est 

Rés(f,f') = (-l) : ^a Di S c(f). 
Démonstration : On a 

m 

f(x) = a Y[(x - a k ), 

k=l 

et 

m 

f'(x) = a Y^ Y[(x-aj). 

k=i j^k 

En remplaçant dans cette dernière équation x par ctj, on constate que tous 
les termes s'annulent sauf le i-ème et dès lors 

/'(«;) = a - Olj). 

Par ailleurs, on sait que 

m 

Rés(/,/') = a^Ufia,), 
i=i 

Notons que dans le produit ci-dessus, il y a m(m— 1) facteurs. Comme chacun 
de ces derniers s'écrit sous la forme ctj — <x, et sous la forme <x, — a^, alors 
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leur produit est (— l)(a:j — a,) 2 . En tenant compte du fait qu'il y a '—^ — - 
paires d'indices i,j avec 1 < j < i < m, alors 

Rés(/,/') = (-l) 1 ^^- 1 (a t - aj f, 

l<j<i<m 

m(m— 1) 

= (-1) 2 aoDisc(f), 

et la proposition est démontrée. □ 

On déduit immédiatement des propositions précédentes le résultat sui- 
vant : 

Proposition 10.5 Le discriminant du polynôme f est nul si et seulement si 
les polynômes f et f ont un facteur en commun non constant ou encore si 
et seulement si le polynôme f admet une racine multiple. 
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